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Hoofdstuk 1 Algol 60

1,0 Literatuur omtrent ALGOL 60

1.1

J.W. Backus, e.a., Revised Report on the Algorithmiec Language ALGOL 60
(1962), kortweg genoemd: het Algol-rapport.

E.W. Dijkstra, Cursus programmeren in ALGOL 60 (Amsterdam 1962).
A. van der Sluys, Cursus ALGOL 60 (Utrecht 1963).

D.D. Mc Cracken, A guide to ALGOL programming (New York 1962).

Inleiding

ALGOL 60 (een samentrekking van 'Algorithmic Language 1960')
is een internationaal aanvaarde taal, die ten doel heeft rekenprocessen
(algorithmen) nauwkeurig en overzichtelijk te beschrijven.

Overzichtelijkheid wordt bereikt door zich nauw aan te sluiten bij
de bekende wiskundige notatiés, nauwkeurigheid door aan deze notatie
enige nieuwe elementen toe te voegen, die ons in staat stellen de
typische dynamiek van rekenpfocessgn weer te geven.

De taal is geschikt als communicatie-middel ,énerzijds tussen
mensen onderling, anderzijdsAtussen mens en machine.,
Een in Algol 60 beschreven volledige berekening (programma) kan door
een computer automatisch worden verwerkt.

Ter inleiding geven we het volgénde voorbeeld:

2ij gevraagd te berekenen de wortels van de vierkantévergelijking
ax2 +bx +¢c =0, » A o
Ve moeten verschillende gevallen onderscheiden:
Als a # 0, zijn er 2 wortels

Xip = ( = b‘i\/ b2 - bae ) / 2a ,

die toegevoegd complex of re&el zijn, alnaar gelang de discriminant

b2 - bac negatief is of niet.
In het geval a = O, en b # 0, is er slechts een (re&le) wortel en als

=b = 0, is de vergelijking strijdig of identiek.



Voor een beschrijving van de gevraagde berekening hebben we nodig naast
de gegeven co&fficilnten a, b en c, enige variabelen voor reel en
imaginair deel van de wortels en nog een geheel getal,- dat het aantal
‘wortels moet aangeven,

Een en ander wordt in het volgende ALGOL 60 programma beschreven.

begin real a,b,c,x1 real, x1 imag, x2 real, x2 imag; integer number
of roots; input (a); input (b); input (c); NLCR;
output (a); output (b); output (e)s
begin real disc, s; -
begin if b = O'_p__llgp__'@_e_g_i_{z_ number of roots: = 0
v - x1 reals = 0 end else
begin number of roots: = 13 x1 real: = - c¢/b end;
x2 real: = O3 goto zeros
end;
number of roots; = 24 disc: = bt2 - lbxaxc;
if disc < O then

begin x1 real: = x2 real: = = b’/ (2xa);

x1 imag: = sqrt (- dise)/(2xa); x2 imag: = - x1 imag;

end else
;b_gegg._ri s: = sqrt (disc);
x1 real: = (= b + s)/(2xa);
x2 real: = (= b - s5)/(2xa);

zeros: x1 imag: = x2 imag: = 0

end
-g_q‘g;
if number of roots # O then
begin output (x1 real);
Af number of roots = 2 then
Dbegin output (x1 imag); output (x2 real); output (x2 imag)
end i spd

end



1.2

Te201

1.2.2

1.2.3

1.2.4

Het ken nog mooier. Zo kan men in het geval van 2 reéle wortels

'maatregelen nemen tegen het wegvallen van cijfers.

Oggaﬁe 0. Ga dit na.

Fnige principes

Alle symbolen staan op een lijn achter elkaar. M.a.w. een Algol=-
programma is een rij opeenvolgende symbolen ( zoals in gesproken taal).
Terwille van de bladspiegel mag men overal spaties en overgang op A
een nieuwe regel inlassen. Deze "symbolen" hebben geen betekenis voor
de Algol=tekst.

Als namen van variabelen, functies, enz. gebruikt men in Algol identi-
fiers, die per definitie bestaan uit een of meer letters of cijfers en
beginnen met een letter (Zie Algol rapport 2.k4).

Voor getallen in Algol (zie Algol rapport 2.5) is als nieuwigheid
ingevoerd het lage tientje gevolgd door een geheel getal. Bijvoorbeeld
het getal

9.3,y = 7 heeft de waarde 9.3k x 104+(~ 7).
In Algol-expressies (3.3) heeft elke operatie zijn symbool, dat nooit

mag worden weggelaten. De bekende regel "Mijnheer Van Dalén Wacht Op
Antwoord" geldt niet.

In Algol heeft machtsverheffing (+) voorrang op de multiplicatieve .
operaties (X, /, =+ ), die onderling gelijkwaardig zijn; deze hebben weer
voorrang op de additieve operaties (+, =). In schema:

+ X >

/!



Oggaven

1. Welke van de volgende getallen zijn niet toegestaan in Algol en
hoeveel verschillende waarden hebben de cocrrecte Algol getallen?
16,93 + 16,93 169044 =13 o+ 169 23

-.0007; "0710 -3; 710 -h; 701,0 -h; 70010 -hc

2. Welke zijn identifiers? Welke niet-identifiers zijn expressies in
Algol 602

X : il2g Kat x+ 3 oxt =3
L2 Y ~ delta = A/M ~ Hoge Hoed T1.4
(plein) IA X12 1x 2 arctan
begin - 2a i 158 Eerste Bessel functie
T1 punt b 2.7, -k B, _ By . a9 = 3

2.54 x 104(= n)

3. Schrijf arithmetische expressies in Algol 60, die equivalent zijn

met de volgende formules:

2. X + y3 be (x + y)3 Cs x1°66T
3 A+ B B
.d°A+_C- ' o C foA+C+D
A+ DB - . A+DB- 2 . A+ DB
8 T+D he g5t % T D
, F+G
. 2 3 p, g=1
,j'o1+x+'}'{'r+2c"‘" kn("‘l) lcx :
2! 3e p2 2
. X
1+ s
me asb + ¢ - (2x)2 Ne (x? + xg + xg) 3+ (2x) 5
‘ (3x)
—1 o » ° 3 — 2 é 5"’-——-——"'—
0. AREA = 2:P+Resin (7/P)}) p. CHORD = 2R sin S : 7+ (hx)2

5
g ARC = 5\/;2 + (W%/3) r. 5= - 39§—§

L, Schrijf een assignment statement, die aan "pol" de waarde geeft van

2 y — — —
he§ polynoom agx +ta.x + Y waarbi] ay = 35 a, = Ts a, = L,

5. Schrijf assignments statements, die aan de variabele fo de waarde 1
geven, aan f1 de waarde 1/(x2 + 1), aan f2 de waarde 1/(hx2 + 1) en
aan INT de waarde %-(fo +2f, + fe)o

£




1.3 Het type van arithmetische expressies

Aritmmetische expréssies kunnen zijn van type integer of van type

real.

Hiervoor gelden de volgende regels:

1)
2)

.3)

L)
5)

6)

constanten zijn van type integgr als er geen .. of 10 in voorkomt,..
anders van type real. '

het type van een variabele en een functie wordt bepaald door de
betreffende declaratie.

som, verschil en product van twee expressies van type integer is
eveneens van type integer; de bereckening is in dit geval volgens
Algol 60 exact. Is echter minstens een der expressies van type
real, dan krijgen we een resultaat van type real. ’

de operatie "/" geeff altijd een resultaat van type real.

de oreratie " %= " mag alleen worden toegepast op twee expressies

van type integer en geeft een resultaat van type integer, nl.

het quotiént van de deling met rest 0 of een rest zo dicht mogelijk
bij O, maar met hetzelfde teken als het deeltal.
voor machtsverheffing, zie het Algol rapport 3.3.4.3.

1.4 Machine-voorstelling van getallen

1)

een geheel getal (de waarde van een expressie van type integer)
wordt in een machine 10-tallig of 2=~tallig voorgest-1ld.

Welk talstelsel wordt gebruikt, is voor de programmeur van wei-

-nig belang; het enige waar het op aan komt is, dat integers

exact vorden voorgesteld en dat daarop de operaties exact worden
uitgevoerd. In de praktijk is er meestal een beperkte :apaciteit
voor de integers, d.w.z. er is een getal M, zodat alleen integers
in absolute waarde < M toelaatbaar zijn. Ontstaan in een pro-
gramme. integers buiten deze range, dan kan het effect ongedefi-

nieerd worden, dit in afwijking van Algol 60.




2) de waarde van een expressie van type real wordt in een machine
-meestal voorgesteld met zgn. drijvende komma (floating point
representation), d.w.z. een getal x wordt voorgesteld door een
breukdeel a en een exponent b, waarbij x = a % gtb, het grondtal
g zijrde 10 of 2. » '
De exponent heeft een beperkte range, die meestal wel royaal is.
Het breukdeel voldoet aan Ial < 1 en is vaak genormeerd zodanig;
dat |a| > 1/g of a = 0.
Voor a staan een beperkt aantal g-tallige cijfers ter béschikking,
zodat a X gtt een geheel getal is, waarbij t = het aantal cijfers
.van a. Wij zeggen dan, dat de drijvende komma voorstelling een
relatieve precisie van t cijfers heeffo '

bl - .
geldt dat | === | ongeveer gelijk is aan 104(-t).

Als x een drijvend Tetal # 0 is, en x' een van zijn buren, dan
Het resultaat van een arithmetische operatie moet, indien het niet
exact voorstelbaar is, naar een naburig drijvend getal worden
afgerond. Dit levert een relatieve fout in het resultaat van ca.

10+(-t);0

1.5 Meta~taal

' Om een taal als Algol 60 te defini&ren, moet men zich bedienen van
een andere taal, een zgn. 'meta-taal". Als men ook de meta-taal
netjes wil defini&ren, heeft men een meta-meta-taal nodig, enz.

Dit is niet aantrekkelijk en daarom gebruiken wij als meta-taal een
bekende»taal, nl, Nederlands (of in het rapport Engels), verrijkt
met de volgende convéntiés°

De Algol-begrippen, waarover we willen praten, zetten we tussen
speciale m ta-haken, b.v.: <letter >,

Het meta~symbool " ::= " betekent: "heeft de volgende vorm" en het

‘meta-symbool "|™ betekent "of". , :
Voorbeeld: <identifier> ::= <letter>|<identifier><letter>|<identifier>

<di§it> betekent:



1.6

Een identifier heeft de volgende vorm: een letter, of een identifier
gevolgd door een letter of een identifier gevolgd door een digit.
De meta~-symbolen zijn zelf geen Algol-symbolen en komen dus niet in
een Algol-programms VOOT . ' -

In afwijking van het Algol rapport zullen we ook weleens losjes het
symbool " ... " gebruiken. B.v.:

<identifier> ::= <letter> <letter or digit> ...<letter or digit>
waarbij <letter or digit> ::= <letter>|<digit> .

Deze conventie zullen we af en toe terwille van de duidelijkheid

gebruiken.,

Statements

Elementaire statements, d.w.z. statements die niet worden opgebouwd
uit andere statements, heten "unldbelled basic statements”.

De belangrijkste hieronder is de assignment statement (toekennings
statement), die de volgende vorm heeft: ’

<toekennings statement> ::= <variabele> := <expressie>]
<variabele> := ... := <variabele> : = <expressie>

Het effect is, dat de variabele een nieuwe waarde krijgt, die ter |
beschikking blijft, totdat een nieuwe toekenning aan deze variabele
wordt uitgevoerd. (Zie Dijkstra pag.4,5).

Staan er meerdere variabelen links, dan moeten ze hetzelfde type
hebben. Als het type integer is en de expréssi@ is van type real,
dan wordt er een afronding naar een dichtstbijzijnde gehele waarde
ingelast. ' -

(Zie ook Algol rapport 4.2 en Dijkstra pag.15-17).

Statements worden uitgevoerd in de volgorde, waarin ze zijn neerge-

schreven, tenzij anders vermeld. Deze andere vermelding geschiedt in

‘&




‘de eerste plaats door de goto statement (bestemming statement),
- meestal van de vorm go to <label> ,
Een label is een identifier, die met een ":" voor een statement

wordt geplaatst, wat we als volgt kunnen formuleren:
<labelled statement> ::= <label>:<statement>

De statements kunnen we verder als volgt indelen (hierbij vereenvou-

digen we enigszins de in het Algol rapport gegeven indgling):

<statement>::= <unlabelled basic statement>l¥labelled staxement>|
‘<samengestelde statement>l<blok>]<conditiohele statement>| <for

statement>

Deze indeling is wel voiledig, maar niet disjunct. Zo moet een
gelabelde conditionele statement ook als conditionele statement

beschouwd worden.,

<ongelabelde samengestelde statement> ::= begin <statement>; soo}
<statement> end
<ongelabeld blok> ::= begin <declaratie>; ...j;<declaratie>;

<statement>; ...;<statement> end

<program> 3:i= <blok>l<samengestelde statement>

Bij dit laatste moeten we evenwel bedenken, dat niet elk blok of
samengestelde statement een prograrma is. Voor een programme gelden
enige extra eisen, zoals volledige declaratie van alle gebruikte

identifiers, behalve labels, standeardfuncties, e.d.



Opgaven

6) Schrijf statements, die het volgende doen:

a) als a groter dan b, mask x gelijk aan 16.9, maar als a kleiner of
gelijk aan b is, maak y gelijk aan 23.1;

b) als rho + theta kleiner is dan°1o-6, spring naar de statement met
label "klaar", anders naar de statement met label "nogeens";

c¢) .spring naar de label "eerste" als i = 1, naar de label "tussen"

als 1. < 1 < N, naar de label "laatste" als i = N.

7) Schrijf een Algol-prbgramma, dat de waarde vea n! ("faculteit"™)
.berekent en uittypt voor n = 1, 2, ..., 20, Typ op elke regel
de waarde van n en de bijbehorende waarde van n! door middel van
een procedure statemeﬁt van de vorm: ' .

rint2(<expressie> , <expressie>),
P s

8) Het stelsel lineaire vergelijkingen
' ax + by = ¢
dx + ey = f
heeft nul, een of oneindig veel oplossingen. -
Schrijf een Algol-programma, dat
* le) de coéfficidnten &, b, ..., f inleest door middel van een
procedure statement van de vorm readl{<variabele>);
2e) nagaat hoeveel oplossingen er zijn en de variabele "santal
- oplossingen" gelijk maakt aan 0, 1 of 2 (2 in geval er oneindig veel
oplossingen zijn) en dit nummer ook uittypt;
3e) als het aantal oplossingen > 1, een oplossintg'ty'pt°
Gebruik voor het typen een procedure statement van de vorm
print(fexpressie}).
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9) Welke waarde hebben x en y aan het eind van de volgende Algol~
programma’ss /

begin comment programms nr.ij

integer a, x; real b, y; as = 25 b: = 33
x: = at2 + 2xaxb; y3 = sign (x-2);
'x: = x -y; ¥: =y/a

end

begin comment prograrms nr.2;

integer a,x; real b, ¥3

a: =25 b: = 3.5, = 33

at2 / 5 xb = 10~ 3+ 13
b3

g
it

!
u

ifa<btheny: =acelsey: =(axDb+x)/3

end

10)Op een band staan achtereenvolgens een positief geheel getal n en n
reé&le getallen gy oeos B o
~ Schrijf een programma dat het gemiddelde

1
M = o
n

en de standaardafwijking

Van &,5 coos & berekent en uitprint.

Zuinig geheugengebruik wordt op prijs gesteld. (Opgave 10 is -
uit cxamen voor het Diploma A van Wetenschappelijk Rekenen
ddo 3"9"1 96)4) °
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1,7 Conditionele statements

Deze hebben de voléende vorm:
<condit.stat.> s3= <if clause><unqondostata>l
<if clause> <uncond.stat.> else <statement>].
<if clause> <for statement>!<label>s<conditostato>
Hierbij geldt: <if clause> s:= iﬁ <Boolean expressie> then

De conditionele statement komt dus voor in korte vorm of in lange
vorm met else gevolgd door een statement.

De korte vorm wordt gebruikt als er in het "anders" geval niets hoeft
te gebeuren. (M.a.w. men mag else gevolgd door een dummy statement
weglaten), '
Achter de if clause, dus achter then mag geen conditionele statement
volgen, omdat het anders te ingewikkeld wordt en niet steeds. duldellgk
is, welke then bij welke else hoort.

Heeft men na "then" iets conditioneels te doen, dan kapselt men dit. in
tussen de statementehaken "begin" en end"o Hierdoor gaat een
conditionele statement over in een samengestelde statement, die tot de
inconditionele statements wordt gerekend.

De for-statement neemt hierbij een bijiondere plaats in. S i
Achter een if clause ge§olgd door een for-statement mag (helaas) geen

else komen.

1.8 For statements

Deze hebben de volgende vorm:
<for statement> :3:= <for élause>‘<statement>l<label>2<for statement>
waarbij <for clause>;:= for <variabele> ;= <for list> do

en <for list> ss= <for list element>; ..., <for list element>.
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Er zijn 3 soorten for list elementen, nl,

1) een arithmetische expressie ( <ae> ).
Voor een dergelijk for list element wordt de statement achter "do"

precies &&n keer uitgevoerd.

2) een stegnuntilnelement van de vorm: <ae> step <ae>-until <ae>,
Voor dit element wordt de statement achter "do" nul of meer malen

uitgevoerd, volgens het schema vermeld in het Algol-rapport 4.6.4.2,

Wearschuwing. Als de lopende variabele en de arithmetische expressies
in een step-until-element niet alle van type integer zijn, houde men
rekening met mogelijke inexactheid van de berekening.

B.Vo. bij de for clause: "for x := O step 0.1 until 1 do"

is het niet zeker of de waarde 1 wordt meegenomen.
In zo'n geval geve men de bovengrens een veilig toegiftje:

for x := 0 step 0.1 until 1.05 do

Of men voert een andere lopende variabele in van type integer:

for tienmaalx := 0 step 1 untill1p do begin x := tienmaal %/103 so0

(Zie ook Cursus van der Sluys 1.18).

3) een while-element van de vorm: <ae> while <Boolean expressie>.
Dit element heeft tot gevolg, dat de staﬁeménp'achtér do nul
of meer melen wordt uitgevoerd zolang de Boolean expressie true blijft

(zie Algol-rapport U4.6.L4.3).

Opmerking., Na voltooiing van een for-statement is de waarde van de

lopende variabele (helaas) ongedef&nieerdo
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Oggaven

11) Welk getal wordt er getypt (door de procedure "print") in het

‘volgende Algol<programmas

" begin integer i, s; s 3=-03-

for i s= 0 step 2 until 8 do

begin i s= 1 + 13 s 3= s + 1 ends
print (s)
end"

12) Welke getallen typt het volgende Algol-progfamma:

"begin comment Test for statement. Vgl. voorbeeld van Dijkstra p.26; g
integer nj ' ' 2
for n s= =1, 0, 2, 3 do

begin integer k, m;3

m 3= 33 print (n + 100);

for k s= 0 step m until n do

begin print (k); m :=m - 1 end
end

end"

/ v
"13) Bereken.\/é% * co0 F xi » aangenomen dat de elementen'xi

(i =1, os0y n) 2ijn gegeven in een &én-dimensionaal array.
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14) Zij gegeven een matrix M van de orde n in een twee-dimensionaal
array, waarbij beide indices lopen van 1 tot en met n.
a) Schrijf een declaratie voor het array, waarin M wordt gegeven. -
b) Schrijf een stuk programma in de vorm van een -blok, dat het
spoor van M ultrekent.
¢) Schrijf een blok, dat de norm N van de matrix M uitrekent,

" gedefinieerd door: -

. 15) Schrijf een Algol-programma, dat de binomiaal-co&fficiZnten ( E )R
k=0, oo0oy Dy n =0, ooy 20 uittypt, zodanig dat voor elke waar-
de van n de bijbehorende binomiaalco&ffici&nten op een regel ver-
schijnen en voor de volgende n op de volgende regel.

Gebruik voor overgang op een nieuwe regel de procedure "NLCR"

en voor het typen vean de getallen een procedure statement van de

vorm: "outinteger (<expressie van type integer})".

Opmerking. Zie ook cursus van der Sluys opgaven: T, 8, 14, 15, 16,
19-24, 26, '
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Verschil tussen declaraties en specificaties L

 Ofschoon sommige declaraties dezelfde vorm hebben als sommlge specl-
flca‘bles9 zijn er toch belangrijke verschl len, " o
1) Declaraties staan aan het begin van een'blok (dus:achter begin).’
Specificaties staan in een procedure headi@g (dus vodr éggig; als de
body met begin begint). ‘ ‘
2) Declaraties introduceren nieuwe grootheden. (quantltles) in het
betreffende blok. Specificaties vermelden alleen iets omtrent soort
en type, waaraan de corresponderende actuele parameters bij aanroep
moeten voldoen. , _ _
3) Declaraties zijn voor elke gebruikte grootheid verpiich‘b9 behalve
voor labels, die als het ware gedeclareérd worden door ze met een M:"
voor een statement te pléatsen (ZievAoRu 4,1.3) en behalve eventueel
voor standaardfuncties en standaard procedures, die in Algol implemen=-
taties zonder declaratie beschikbaar kunnen zijn.
Specificaties van non-value-parameters zijn niet verplicht.
Sommige implementaties eisen ze evenwel en het is daarom goede gewoon=
te alle specificaties maar te geven.
Voor value-parameters zijn de specificaties wel verplicht. In dit geval
heeft de specificatie een tweeslachtig karakter, nl. het vermelden van
restricties voor de actuele parameters (specificerend karakter) en
het vastleggen ven het type van de lokale variabelen of -arrays, die door
het value-mechanisme worden geintroduceerd (Geclarerend karakter).
Vanwege het declarerend karakter zijn de specificaties van value-para-
meters verplicht, '

4) Declaraties en specificaties hebben vaask een verschillende vorm.

Voorbeelden van declaraties Voorbeelden van specificatiés
real Xy Vs 2Z real x, ¥y, 2

array A [1 3 10] ‘ array A

real procedure tan(x); value x; real x;|real procedure tan

tan: = sin (x)/cos(x)
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Opmerking: Formele nonw-value-paramsters zijn geen grootheden (quanti-
ties), maar zijn bestemd om te worden vervangen door grootheden, nl.
de corresponderende actﬁele parameters van de sanroep ven de prdcedure
- of functie~procedure. Formele value-parameters zijn grootheden, lokaal
t,0.V. de procedure, die vddr de inserering en uitvoering van de proce=-
dure=body de waarde van de corresponderende actuele pafémeters toegew=
kend krijgen. Daarom hebben voor value-parameters de specificaties

tevens een declarerend karakter en zijn ze verplicht.

Voorbeeld: Berekening van polynomen

Zi) gevraagd te berekenen een polynoom P van de graad N, Me&.We

n .
+a X+t co0 ¥ ahx o

P(x) = a 1

0
Dit kan op twee manieren:

1) de machten van x worden berekenﬁ (bv.. door herhaald vermenigvuldigeh
‘met x) en daarna worden deze met hun co8fficisnt vermenigvuldigd en bij
elkaar opgeteld. Het aantal operaties is dan n-1 machtsverheffingen

(of vermenigvuldigingen) plus n vermenigvuldigingen en optellingen.

2) P(x) wordt berekend volgens de formules

a. + x(a1 + x(a2 + 000 x(an_1 + xan) eoe )Jo

0

Het aantal operaties is nu n vermenigvuldigingen en optellingen.
De tweede manier gaat dus sneller en dasarom zal een rekenaar deze

methode kiezen.

Voor Algol procedures, die een polynoom uitrekenen, zie cursus van der
Sluys hoofdstuk III: pol, pol 1, s00, POl 5.

Hier volgt nog een andere declaratie. Deze is geschreven als declaratie
voor een functie procedure, die voor gegeven argument x de weaarde van

een polynoom berekent van willekeurige graad ( als graad < O de waarde O

&



leverend)., Er wordt verondersteld, dat de coeificinten svaan in

array A [0 : graad | in volgorde van opklimmende machten van x.

real procedure polynoom (x, graad, A)j

value x3 real x; integer graad; array Aj

begin integer i3 real r3 r: = 03

for is = graad step =1 until 0 do r: = rxx + A[i];
polynoom: = r - :

end polynoom;

Een mogelijke sanroep van "polynoom" zou kunnen luiden:

polynoom ( i/10, 5, ¢) o
Opgaven (Zie ook cursus van der Sluys, opgaven 30 t/m 36, 39 en L0),
16) Een procedure, die een matrix maal vector operétie moet uitvoeren,

zou de volgende heading kunnen hebben:

"procedure MAVEC (n, A, x, y); integer n; array A, x, y3"

Het 2-dimensionale array A bevat de matrix, de 1-dimensionale arrays x en
¥y zijn resp. voor de aangeboden vector en voor de resulterende vector Ax.
. Alle indices lopen van 1 tot en met n.

a) Schrijf een geschikte body voor de procedure MAVEC,

b) Schrijf een progremma, dat, met behulp van MAVEC, de matrix H,

gedefinieerd door

Hij=1/(i+j-=1) (i, 3= 1, sooy T)y

vermenigvuldigt met de vector v, gedefinieerd door:

v, = i (i = 19’0009 7

en de vector Hv uittypt.
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'17) Schrijf een declaratie voor een functie procedure van de gedaante
"absmax (<expression>,<expressionr., ¢ie heu meximum varn de absolute

waarden van de twee gegeven parameterSTberekenta

18) Schrijf een declaratie voor een functie procedure ter berekening

i

van

'

x2 + &/1 + 2x + 3x2 o
Schrijf vervolgens toekenningsstatements, die deze functie gebruiken

en aan alfa, beta en gamma respectievelijk tockennen:

6.9 + v
y2 + W+ 2y + 3y2

L

2,12 + 2

hzg +‘b/i + bz + 12z2

?

"9

=y

sin2y + b/g +2siny + 3 sinzy .

19) Schrijf een declaratie voor een functie procedure Y(x), gedefinieerd
door:
1"+ 1+ x2 als x <0
=0 als x
1

- 1 + x2 als x> 0o

Y(x)

Sehirijf vervolgens een blok, dat deze functie gebruikt en de waarde
van Y(x) berekent voor x = =1 met 0.2 oplopend tot en met O en van 0
af oplopend met 0,1 tot en met 1.0, :

Leat de resultaten achter in een non~locaal array Y tabel [~10 :&+10] o
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20) In Co Hastings, Approximations for digital computers (1955) p. 141,
staat de volgende benadering voor de functie 1OX,geldig voor het interval

0 <x <1

n(10%)% = [1 +aX + a.2X2 + a3X3 + ahXh]2
a, = 1,1499196 8y = .2080030
8.2 = 0677’4323 ah = 91268089"0

a2) Schrijf een declaratie voor een functie-procedure, die voor wille-
keurige X in het bovengenoemde interval de bijbehorende waarde van
(“IQX)* berekent,

b) Schrijf een blok, dat ‘deze (non-locale) real procedure gebruikt en

het verschil (10X)* - 10% berekent voor X = 0.0 met 0.1 oplopend tot en
met 1.0 en het resultaat aflevert in een non-locaal array D [:O : 10] 0




Quiz
e e

1) Geef de syntactische definitie van <identifier> volgens het
Algol-rapport (Backus' notatie).

. J
'2) Welke verschillende soorten declaraties kent U?

Geef van elk een voorbeeldo

'3) Geef, zonder gebruikmeking van de for-statement, een equivalente

beschrijving van een for-statement van de gedaante:

"eor Vi = E step F until G do statement S".

}) Schrijf de volgende formule in de vorm van een equivalente Algol-

expressies

z2n - 1) 2x

(n(n - 1))3/*@ oyt Vy2 - Lxz
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Hoofdstuk 2. Interpolatie
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22, Jo Todd, Survey of NoA.

.23, Zurmiihl, Praktische Mathematik

Opmerking: Zie ook de uitstekende Bibliografie met commentaar in Eﬂo .

1, Inleiding

1.1) Het doel van de numerieke analyse is het vinden van een benaderde
oploésiﬁg, waar het bepalen van een preciese oplossing onmogelijk of on-
doenlijk is. Het gaat hierbij dus om practische uitvoerbaarheid van een
rekenproces. De gekozen methode is vaak een compromis tussen de graad van
nauwkeurigheid, die men wenst, en de middelen, waarover men beschikt,

. Numerieke processen zijn dus per se eindig, d.w.z. bestaan uit een eindig
aantal stappen, dat liefst 20 gering mogelijk moet zijn. Een numerieke
nethode moet dus worden gewaardeerd naar 1) betrouwbaarheid 2) bereikbare
precisie 3) snelneid 4) compactheid en overzichtelijkheid 5) algemene

bruikbaarheid,

1.2) De objecten van de numerieke analyse, d.W.z. de grootheden die we wilw

len berekenen, zijn voornamelijk getaller en functies.

Onder getallen verstaan we hier gehele, rationalé9 reéle en complexe getallen.:
Wij noemen de verzameling der gehele getallen I, die der redle getallen ﬁ en -
die der complexe getallen C. Grdothe@gns die essentieel een gehele waarde
hebben, wil men meestal wel exact berekenen. Daarom is de integer-arithmetiek
in ALGOL 60_exact. Voor rationale en re&le getallen gebruikt men gewoonlijk

eeﬁ beperkte verzameling van zgn., representeerbare getallen.Een benadering

wordt dan verkregen, door een getal af te ronden naar een dichtbij gelegen
representeerbaar getal, Complexe getallen worden gehanteerd als paren re&le
: geﬁalleno v )

Onder "functies" zullen we steeds verstaan "eenduidige functies™.

De verzameling van argumenten, waarvoor een functie gedefinieerd is heet

de definitie-~verzameling of het domein van de functie en de verzameling van
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__functie-waar den-heet-de weurUSHIVEFFEHETIRE V

met, aomeln A en waardenmverzamellng B, is dus een voorschrift, dat aan ieder
;/elemenu x van A een eenduidig bepaald element f(x) van B toevoegt. . ’éf

Wij beschouwen in de eerste plaats functies met re&le argumenten en #Aardeh;”
dus domein en waarden~verzameling beide gelegen in R, De verzamellng yan dlt

soort functies duiden we san met R -+R. , ;"7 : R f
Een bijzonder geval vormen de functies met geheel argument en redle wéafdéfbi |
(verzameling I +R). Is het domein een eindige rij van opeenvolgende integers,

dan hebben we te doen met eer vector. B.v. ecen vector x -voegt aan de integers

1 t/m n toe de redle getallen X., ocooy X wat wi] noteren als x = (x1’ o..,»xn)o

?
Een functie kan worden benaderdjdoor vij elk in het domein gegeven argument
de exact berekende functie-waarde af te ronden nasr een naburige repiesen-
teerbare waardeo Dit 1s echter alleen doenlle voor zeer eenvoudlge functles
(bv: de functies ¢ plus en ¢ maal gedeflnleerd door: ¢ plus (x) = ¢+ x en
¢ maal (x) = ¢ x x, waarbij ¢ een constante voorstelt). Voor ingewikkelder
functies moet meestal ock de berekening van de wearde door een benaderend
proces vervangen worden. Een machtig middel voor het verkrijgen van brulkbare

benaderingen van functies is de interpolatie.
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Opgaven
16) Bereken benaderde waarden van sin (x) met de formule

sin (x) pw x = x3/6

00017h532925 (dat is 1 graad) en
0,523598775 (dat is 30 graden).

voor X

voor X

Idem met de formule

sin (x)as x - x3/6 +'x5/12O°

) X\ % | .
17) Bereken de waarde van (107) met de volgende formule uit [1 1:[:

‘(10X)* = [1 + 10'11}99196 X+ 0677)4323 X2 + 2080030 X3 + 01268089,}{1‘]2 .
wvoor X = 0,0 (0.2) 1.0 en
voor X = 0707106780

"18) Bereken de vectoren ¥y = Ax/X en z = Ax - Ax, waarbij A = 7.605551275

en de matrix A en de vector x zijn:

6 3 .8816745988

3 2 4718579255

Idem voor‘ A= 063008999761039

420 ~ 210 1ko 105 7926082912

A= | 210 1o 105 8k x = | 4519231209
] [}

150 105 8l 70 3224163986

105 8L 70 60 .2521611697
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2, Interpolatie door middel van polynomen

Wij willen een gegeven functie f uit de verzameling R- R benaderen

door een eenvoudiger te berekenen benaderende functie £, Wij

spreken van interpolatie als £ enerzijds wordt gekozen uit een
gegeven klasse van functies, anderzijds wordt vastgelegd door de
eis, dat £™ in een asntal gegeven punten met de functie f overeen=
stemt. De gegeven punten heten basisguntenQVWij beschouwen nu- -
‘interpolaetie door middel van polynomen; de benaderende functie f*

is een polynoom van graad kleiner dan een gegeven getal n.

* . . . .
Voorbeeld: n = 2, dow.2., £ is een lineaire functie, m.2.W,

£ ) = -
X) = ao a..lx °

Wij kunnen £ in 2 punten met de gegeven functie f laten overeen=-
stemmen. Als X en X, de basispunten zijn hebben we de volgende

vergelijkingen voor ay en a,:

&y * a,X, f(xo) 5
By * a;x, = f(x1) o

En we vinden

x fx.) - x. f(x.) fx,) - £{x.)
£(x) = ! 2 o1 . ; - 0 X (Griinert)
1~ %o 1 7% - :
f(x1) - f(xo)
= f(xo) + e (x-;o) (Newton)
1 0

X - X, X = X, ' ,

= f(xo) I f(XT) . (Lagrange):

0 =% 17 %o

&
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- 3, Intermezzo over linesire vergelijkingen en determinanten -

Een stelsel lineaire vergelijkingen kan worden opgelost door
eliminatie. In een eliminatie-stap wordt een veelvoud van een
vergelijking bij een andere vergelijking opgeteld, en wel zodanig,
dat een bepaalde onbekende niet meer in de resulterende verge-
1lijking voorkomt, Een belangrijke invariante grootheid hlerbla v?'

is de determinant van de mat ix van het stelsel.

» gffinitie: Aan iedere vierkante (re3le of complexe) matrix is
toegevoegd een (redel of complex) getal, de determinant van de .
matrix genaamd. Deze toevoeging is volledig gekarakteriseerd door
de volgende twee eigenschappen:

1) de determinant is invariant bij (rij-)eliminatie, d.Woz. de
determinant van een matrix verandert niet, als een veelvoud van
_een rij van de matrix bij een andere rij wordt opgeteld,

2) de determinant van een driehoeksmatrix is gellgk aan het produkt

van de elementen van de hoofddiagonaal,

Notatie: De determinant van matrix A wordt genoteerd als det(A) of
als |4]. ’

Meetkundig beeld: Beschouw de n-dimensionale parallelotoop (dat is

generalisatie van parallelogram en parallelopipedum) opgespannen
door de n rij-vectoren van de gegeven n* ne-matrix. Dan is de
determinant van deze matrix de inhoud van deze parallelotoop,
voorzien van éen teken semenhangend met de ori&ntatie van de :op-

spannende vectoren,

"Een eliminatiestap komt neer op een oppervlakte-trouwe "verande-
ring” in het vlek, opgespannen door de twee betrokken vectoren.
Het paar vectoren vi,vj wordt vervangen door het paar vi+angvj o

v, v.+av,
i i
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Het parallelogranm opgespénnen door v:°L en vj wordt veranderd in
een parallelogram van dezelfde oppervlakte en men kan bewijzen,
-dat dan ook de inhoud van de hele parallelotoop en de oriéntatie,

dus ook de determinant, invariant blijven.

Consequenties: Uit de eigenschappen (1) en (2) van de determinant

kunnen we de volgende belangrijke eigenschappen afleiden:

3) Homogeniteit: wordt een rij van een matrix met een getal a

vermenigvuldigd, dan ook de determinant,

Bewijs: beschouw een eliminatie, die de gegeven matrix overvoert
in een driehoeksmatrix (zo'n eleminatie is er altijd). Vermenig-
vuldigen wij een rij met a, dan is er een volkomen analoge
eliminatie, die leidttot een driehoek, die uit de vorige drie-
hoek ontstaat, door de betreffende rij met o te vermenigﬁuldigen.
De determinant wordt dus volgens eigenschap (2) ook met o verme-
nigvuldigd.
3a) In het bijzonder voor o = 0:

als in een rij van een matrix alle elementen O zijn, dan is

ook de determinant gelijk aan O, |

In dit geval leidt eliminatie tot een driehoeksvorm, waarin

een O=-rij voorkomt,

3b) Een matrix met twee gelijke of evenrédige rijen heeft een
determinant 0. Deze matrix kan immers door een eliminatiem

stap worden overgevoerd in een matrix met een O=rij,

L) Verwisseling van twee rijen van een matrix voert de determi-
nant over in zija tegengestelde.
Bewijs: beschouw twee verschillende rijen vi’vj° Door eliminatie

kunnen we achtereenvolgens krijgens

V. : V.V, V. +V, Ve
1 R | R | J
V. V. =V, =V,
J J 1 1

Vervangen we teuslotte =V, door Vs dan zijn v, en vj verwisseld en

de determinant krijgt wegens (1) en (3) zijn tegengestelde waarde.

.
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5) De determinant van een matrix kan worden berekend door ont- -

" wikkeling naar een kolom, in formule:
n
¥
det(A) = A..A.. voor elke j tussen 1 en n.

42 LTI ;

d * o o o o o
Hierbij is A:. de i,j-de minor van A, gedefinieerd als
s . —
Byy = (-1)2*) maal de i,j-de onderdeterminant, dat is de deter-
minant van de ma.trlxs die uit A ontstaat door daarln de i-de

rij en de j-de kolom te schrappen.
Bewijsschets: Voor een driehoeksmatrix is de formule gemakkelijk
55° de

andere termen voor i#j zijn O omdat dan hetzi] A’j’ hetz13 A,

af te leiden. De enige bijdrage komt van de term AJ A
ij
gelle aan 0 is. Verder blijkt de formule invariant te zijn voor
rij-eliminatie. De formule voldoet dus aan de boven gegeven

karakterisering. a

6) De determinant van matrix A is gelijk aan de determinant van .

de getransponeerde matrix A o

Een belangrijk gevolg hiervan is, dat in alle bovengenocemde
eigenschappen de woorden "rij" en "kolom" mogen worden verwisseld.
Determinanten zijn dus invariant bij kolom-eliminatie; vermenige
vuldiging van een kolom met o levert een g maal zo grote deter-
minant; verwisseling van 2 kolommen keert de determinant van teken
en de determlnant kan worden verkregen door ontwikkeling naar

een r1.3°

Beschouwen wij nu een stelsel van n vergelijkingen, lineair, in

de n'onbekenden X..000sX o De algemene geldaante is
12 *“n

A. JxJ = bj s i=1(1)n .
=1

De matrix A der co&fficidnten Aij heet de matrix ven het stelsel,
de kolom=vector b heet rechterlid-vector en de kolom-vector x de -
vector der onbekenden,.

Dan kunnen wij dit stelsel ook schrijven in de vorm Ax = b.



«29=

Omdat determinanten invariant zijn bij eliminatie spelen zij een
belangrijke rol in de theorie van lineaire vergelijkingen. Zo

hebben wij de volgende

Stelling. Een stelsel lineaire vergelijkingen Ax = b heeft dan en

slechts dan precies &8n oplossing, als det(A)# O,

Deze oplossing kan worden verkregen door eliminatie. Successieve-
1ijk worden onbekenden ge8limineerd, totdat een equivalent stelsel
wordt verkregen, waarvan de matrix de driehoeksvorm heeft. De
determinant is dan onmiddellijk te vinden als product der
diagonaal-elementen. Voor het vinden van de determinant kunnen we
i.peVe rij~eliminaties ook kolom-~eliminaties (of afwisselend beide)

uitvoeren, wat soms aanzienlijk eenvoudiger verloopt.

Vervolg polynoom~interpolatie

Wij beschouwen nu het algemene geval, dat f* een polynoom is van
graad kieiner dan een gegeven bovengrens n.

Deze bovengrens heet de orde van de interpolatie-formule.

We hebben dus

N2 N1

L
£ (x) =a.+a,X+* cao + 8 X *a X .

0 1 n-2
De orde is dus gelijk aan het aantal co&ffici&nten. (De graad is
gewoonlijk n-1, maar kan lager uitvallen als een of meer leidende
co8fficiénten nul zijn.) ' v |
Wij nemen nu aan dat er ook n verschillende basispunten gegeven
zijn. Het aantal basispunten heet wel de rang van de interpolatié-
formule, De co3fficisnten van T mceten dus voldoen aan het |

vdlgende stelsel vergs;lijkingen:

Nes1

8y ¥ 8.Xg * ees ta Xy = f(xo)
nei _
» Bg tax, t oo + oA X = f(x1)
a. + a.x_ .+ .+ a_ * an1 = f(x .)
0 1"n-1°°° n-1"ne1 n-1’ °
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. n-1 .
Of kortweg: | ajxi = £(x;) ,  i=0(1)n-1 .

J=0

Dit is een stelsel van n vergelijkingen, lineair in de n onbe-

o

kenden a09a1,9°°9an_1

De matrix van dit stelsel is de Van der Monde - matrix van de

1 x :‘cn'-1
/ N 0 L- - O
1 n=1

x1 200 X1

orde n:

‘V(Xogooo gxn_1) =
D1

-l seo'xn_1'

1 x

' n

Duiden we deze matrix kortweg aan met V, zij verder T de rechter-
lid-vector, dan kan het stelsel worden geschreven in de vorm: .

Va =T o

De determinant van het stelsel ; dus det(V), berekenen wé door
kolom-eliminatie als volgt: '

Verminder de kolommen, beginnend met de leatste en eindigend met\
de voorste op een na, elk met X1
eliminatie de detgrminant invariant laat, krijgen wij dan

meal de vorige kolom. Cmdat

d?t(V(xO,opa,Xn_1)) =
. _ N2
ToXgex oy xo(xo—xn_1) 200 X (xo-xn_1)
. N2
1ox=x, 4 x1(x1-xn_1) coe X (xl-xn_1)
n=2
L P xn—2(xn-2-xn-1)»°°° xn-2(xn-2_xn-1)
1 0] 0 0oo 0

= (~1)n-1(xo—xn_1)vg¢o (x__o- n_1)dét(V(xo,n°.,in_2)) =

n-2 » :
= ;D; (Xn-1-xk)det(V(xogooo9xn_2)) °

v
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Dit proces herhaleride komen wij tenslotte uit bij'det(V(xO)),
die natuurlijk de waarde 1 heeft en wij vinden dus voor de deter=

minant van Van der Monde

e
b

. ] 1
det(V) = det(V(xo,oao,x e (x ;=% )
i=1 0

!:S

o
I

(Hierbij houden wij ons aan de afspraak, dat een leeg produkt
(dowozo. een produkt van O factoren) de waarde 1 heeft, zodat

wij voor n=1 netjes krijgen det(V(xo)) = 10)

Keren wij nu terug tot het stelsel llnealre vergelijkingen (4.1)
voor de coéfficignten van £ o ’

Omdat de basispunten onderling verschillend zijn is de determinant
van het stelsel, det(V), niet nul. o

. Volgens de theorie der lineaire vergelijkingen is er dus eén
unieke oplossing voor de onbekenden Bgsoeosd g0 Deze oplossing‘ ‘

kan worden verkregen door successieve eliminatie.
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- Opgavens

2k)

25)

' o s 2w s ’ . . :
Bereken de coéfficiénten van f voor polynoominterpolatie van

de orde n=3.

" Bereken de volgende determinanten (door eliminatie):

420 210 140 105 1 2 3 4 9 1 3 1 9
210 140 105 84 2 3 L4 5 qb 1.2 14
140 105 84 70 3 4L 5 6 =2 =1 0 1 2|
105 84 70 60 | L 5 6 0 <4 «1 0 1 &

| | -9 -1 0 1 9],

26)a) Zij gegeven de volgende tabel van een functie f:-

o0 e * 0o ‘ *
b) Bereken eveneens de co&ffici&nten van het polynoom f

! -1 } 1 |‘ 2

x |-
f(x) l; 21353 I +3679 { 2,718 ‘ 7.389

Bereken de coéfficiénten van het interpolerend polynoom fz
van graad < 4, dat voor de gegeven waarden van x met f over=

eenstemt. Wat is de waarde van fh voor x = %-?

5 Van
graad < 2, dat voor x=1 en voor x=2 met f overeenstemte

'Wat is de waarde van fab—) ?

Erratum: pag. 24, De nummers van de opgaven moetenyzijn 21, 22 en 23.
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Oplossing opgave 2L

Voor de orde m = 3 vinden we de co8fficiZnten van

7(x) =a, +a.x+ea X als de oplossing van het stelsels

0 1 2
a. *x_ a, * x2 a. =71
0 0 i 0 "2 0
2 =
&y T Xy 8y * X, 8, = L,
2
ao 4+ x2 a..n % x2 aa = fzo

Eliminatie van &, geeft:

ag + (xy * x)ay = (£, = £)/(x, - %))

a1 < (x.i + ;;2)9.2 = (f’2 == fﬁ')/(xz - x.])o

Vervolgens 84 eliminerend vinden we (vgl, formule 10,3 en het bewijs

van stelling 10.1 pag. 51):
: ‘ P £, f
a, = fjx ., .o X, = ~ o+ - - + eran v ke .
2 | [:O 1 é] . (xo gi}(xo x2) | (x! }:O)(x,a x2) (x2 xo)(x2 x1) .

Dus a; = (£, = £,)/(xy = x,) = (x, # x;)a, =

(x1*x2)f0 (xo*@»r,tz)f,,ﬂ (x0+x1)f2

B 0 €303 B EXE IR I EIE-0 B CAE [ Ee= I A

E =71 x2 X, a,6 =
8% T 0" %o %" %0 % T

x.x,. T | xx T xx f

o to . Fofe v . o1
O T I e R O A U

2 ' .
(Dit is gelijk san ‘£z§ (0) f’j9 zie sectie 6 p. 39-40),
. s

L,2, De interpolatie=formule van Griinert

Voor de liefhebbers volgt hier de oplossing van het stelsel (4.1) voor
willekeurige orde n. De uitwerking van opgave 2k suggereert de coBfficidnten
a; te schrijven als een lineaire combinatie van de functie-wearden

£; = f’(xi)9 duss

&
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()-l-e201) ) A g, = 20 fi ci59 J = 0(1)11 s 1

waarbij de Cij noch ven f noch van x afhangen.

. Dan hebben we dus:

' Q=1 " s h=1 fnel
(4,2,2) £(x) = V oa, x9= ¥ £, C,,] %=
B =0 Y 520 \i=0 * T

nﬂ"1 Nes1 - V‘. : Tioe] ' . ’ s
e [ e e,
T gmg E ERSEt I DU

]
(%]
£l
o
a]
<3
| ]
o
. . Q
. Ca
\\&zww
[ ]

De vérwisselingvder beide'sommaties leidt kennelijk tot de Lagrange~vorm - .-

: (zie sectie 6). De C f 21Jn dus de coéfficignten der Lagrange-polynomen R

'17i3n'(x), dus- de symmetrlsche fu?ctles der baszspunten xk (k # 1) gedeeld~5 -
door de leldende cbefflclent o (x. - xk). o B

N
- . . " . . nn1 o ' o Sl
(4,2,3) Stellen we N(i) = T (x xk) den krlggen we dus.
‘ ' k=0
Il
h Cign§1 = 1/N(1)
C. S AR \2, / N(i )a

isn-2 k-o ;5
k#l

(h°2°h) Ci . = (-1 )n'1“J Z....,—- - xk ‘.;eo :{k . / N(i)s
oJ , X. K j4+1 joy :
. L LA 2Vt B

waarbij &e;sommatie~indicgs kj+1,-o,qg kn,1 alle mogelijke waarden # i ..
aannemen, die voldoen aan 0 < k. g <k, < coo <k . <nely N
Yoor j = O krlggen we tenslotte. Lo C

C. | = (“1)1'1—1 x / .N(i). ‘ U

i,0 0"“ ooo- "@C 1 *‘ xiﬂf* veo ‘*Xn_.-.l
De formule ﬁ—T
(h 2, 5) f*(x) ) 2 xJ, waarb13 aj kunnen worden verkregen uit

3=0
(4e2:4) en (h 2.1), heet expliciete polynoom—1nterpolat1e-formule of .

interpblatie-formule van Griinert van de orde n.
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5. Interpolatie door middel van een lineaire familie van functies

De verzameling van polynomen van graad < n is een n-diménsionale
lineaire familie van functies.

Onder een n-dimensionale lineaire familie van functies verstaan
we een verzemeling bestaande uit alle lineaire combinaties van n gegeven
basisfuncties Gj , = 0(1)3 - 1,
‘Een interpolerende functie f heeft dus, als element van zo'n lineaire
functie,Ade vorm: '

£(x) = n§1 a. G.(x).
j50 4 9

Kiezen we in het bijzonder de basisfuncties Gj(x) = xj (3 =0(1)n - 1),
dan krijgen we als lineaire familie de verzameling van polynomen
ven graad < n.

De eis, dat £ inn gegeven punten met de gegeven functie f over-
_eenstemt, leidt nu tot het stelsel (vgl. formule (4%.1)):

N1

(5.1) .E > Gj(xi) = f(x;), i =0(1)n - 1,
J=0 :

Dit is eveneens een stelsel van n vergelijkingen, lineair in de n onbe=

kenden 8as ooy B, qe

De matrix M van dit stelsel is gedefinieerd door

(5.2) Mij = Gj(xi) v iy 3 =0(1)n - 1,

Het stelsel (5.1) krijgt dan de vorm: Ma = T,

Wij hebben dan:

Stelling: Als de basisfuncties G, en de basispunten x5 zodanig zijn dat
det (M) # O (waarbij M is gedefinieerd in 5.2), dan is er precies &8n
interpolerende functie in de gegeven familie te vinden, die op de basis-

puﬁten met de gegeven functie £ overeenstenmt.
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Toepassingen

Wij zullen @it in de eerste plaats toepassen voor het verkrijgen van

verschillende formules van polynoom-interpolatie.

, .

2)

= 40
G.(x) = x%,
J()

Deze keuze leidt tot het stelsel 4.1, waarvan de onbekenden zijn de

coéfficiénten van het interpolerende polynoom (Griinert's formule§.

6. = T (x - x)
G. = . - o
5% X X - %
k#j

Dit leidt tot de formule van Lagrange.

Het stelsel voor de co&ffici&nten heeft als matrix een diagonaal-matrix.
5.1 ! _ .

3) Gj(x) = 0 (x - xk)°

k=0

Dit leidt tot de formule van Newton,

Het stelsel voor de cod&fficiénten heeft de driehoeksvorm.

Wij zullen later ook interpolaties beschouwen waarbij de klasse van

interpolerende functies geen polynomen zijn. Hier noemen we slechts een

paar voorbeelden.

L)

5)

Gj(x) = MIX s

waarin Aj gegeven constanten zijn, Dit leidt tot exponentiéle inter-

polatie.
G.(x) = cos &£ als j even
J 2
= gin iigllﬁ als j oneven,

Dit leidt tot Fourier-approximatie, welke speciaal geschikt is voor

" periodieke functies.
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Oggaven

27) Bereken de volgende determinanten:

125 <2b T =3 5 1 1.1 1
101 8 ’ 6 11 9 . 13 -9 27
- «9 7 5 15 25 125 '

1T 7 L9 343

T 1 1 T 1

1 2 4% 8 16

13 9 27 81

1 b 16 6L 236

1 5 25 125 625

28) Bepaal het lineaire stelsel voor de co&ffici&nten van de veelterm

‘ff‘van graad < 3 die met de volgende tabel overeenstemt.

argument functie-waarde
8 . 90309
9 <9542k
10 1.00000

Bereken vervolgens de coéfficiénten van f%, de determinant van de
; . .- 3¢
kleine matrix en de waarde van f (7).

~ 29) Bepaal het lineaire stelsel voor de co&fficisnten van het polynoon £

van graad < I overeenstemmend met de tabel

© argument functie-waarde
5 69897
6 < T7815
8 290309
10 1,00000

Los het stelsel op en bepaal de determinant van de kleine matrix.

. S5
Beréken tenslotte £ (7).
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30) Bereken het product van de volgende twee matrices

('-210.09 +210 #1140 +105
Ao | 210 490,09 +105 + 84 ’
+140 . +105 . . =5L46.09 + 70
L +105 + 8l + 70, " =570.09
+ ,T926082912- + ,0291933232
5o |+ eb519231209 - .328712055T |
+ ,3224163986 + 7914111458
+ 22521611697 - .5145527500

. Bereken ook de lengte van de kolommen van B en hun scalair product.
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6, Interpolatie~formule van Lagrange

Wij kiezen de basisfuncties Gjﬁ j=0(1n -1, als volgt:

n-1
‘Gj(X) = k?-o (x = x)o
k#j
Als wi] ;tellen
. n-1
m(x) = kzo (x = x) = (x=x)(x =~ x1)kf../(x = %00,

kunnen wij Gj ook schrijven als
Gj(x) = “n(x) ./ ‘(x nd xj)g

waarbij we dan wel moeten afspreken, dat in het punt x = xj de
funetie continu bij de omgeving van xj aansluit.

| 3 N 3 *
Wij zoeken nu een interpolerende functie f van de gedaante

" n-1
£ (x) =) a,G.(x),
520 9
die in de punten Xss i=0(1)n - 1, overeenstemt met de geéeven
functie £, m.a.w. de coéfficiénten moeten voldoen aan het 4
stelsel (5.1).

De matrix M van het stelsel (vgl. 5.2) voldoet nu aan

Mij = Gj(xi) =0 alsi#J,

m.a.w. M is een diagonaal-matrix.

Dit volgt ommiddellijk uit de definitie van de basis functies G.,
De determinant van M bevat juilst alle factoren X, - % voor i#k
zodat blijkbaar det(M) = (det(V))® # 0.

Er is dus een unieke oplossing voor de co8fficiénten aj, die,

k

wegens het diagonasal zijn van M, heel gemekkelijk te vinden is.

We hebben namelijks

a; = f(xj) / Gj(xj) s J=0(1)n - 1.
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Dus . ,
61 *( ) n§1 G.(x) 5. n-i‘i ne1 (x - ﬁ{‘} ()

o1 £ = —AT=— flx.) = i +#(x.)e
TR SR T s S AERE E

Dit is de interpolatie~formule van Lagrange van de orde n, en van
de rang n, of, wat men vaak zegt: "n-punts Lagrange"-formule.

De co8fficidnt van f(xj) schrijven we als ?(x), in formule:

: G.(x) n=1 fx = x,
(6.2) x) = = =
| £E IS ke \F %

3

N j=0(1)n = 1,

De n-punts Lagrange-formule krijgt dan de vorms

(603) f*(x) = £g(x) f(xo) +£?(X) f(x.l) 000 +£§;1(X) f(xn-.‘).

7. Enige belangrijke eigenschappen van polynomen

Hier volgen enige eigenschappen van polynomen met re&le (of complexe)
co8fficiénten in de vorm van stellingen.

Stelling T.1, de zgn. "Hoofdstelling van de Algebra's

Een polynoom van graad > 0 heeft minstens één reéel of complex nule
- punte.

Stelling T.2. Een polynoom van graad n heeft precies n nulpunten,

waarvan sommige kunnen samenvallen en dan meervoudig tellen.
Precieser gezegd: Een polynoom van graad n kan worden geschreven

in de vorm:

an(x - w1)(x - W2) poo (X = wh),

waarbl]j . reéel of complex zijn en a de coé&fficiént van xn‘is,
dus a # 0. V -
Deze stelling volgt gémakkelijk uit stelling 1.

Stelling T.3. Een polynoom van graad < n, die minstens n verschillende

nulpunten heeft, is identiek nul., Dit volgt meteen uit stelling'2¢

&
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Stelling T.hk. Als twee polynomen ven grasd < n voor n verschillende

argumenten overeenstemmen, dan zijn zij identiek. Dit volgt uit
stelling 3o
Stelling T.5. Als voor n verschillende argumenten X, = 0(1)n = 1

bijbehorende functiewaarden'fi gegeven zijn, dan is er precies &én
polynoom; dat voor deze n argumenten de voorgeschreven waarde heeft.
Bewijs: Dat hoogstens &&n polynoom voldoet, volgt uit stelling hs
det er minstens zo een polynoom is, volgt uit de voorafgaande A
secties 4 en 6,

Opmerking. De stellingen 3, 4, 5 kunnen direct bewezen worden uit
het behandelde in sectie k.

We hebben steeds te maken met een lineair stelsel van de gedaante
(Lo1), waarbij in stelling 3 als rechterlid de O-vector optreedt.
Omdat de determinant van het stelsel niet nul is, is er steeds een
unieke oplossing. - . ’
De stellingen 1 en 2 zijn voor onze theorie dus niet noodzakélijko
2ij zijn hier om hun algemeen belang en wegens de samenhang toege=

voegd.

8. Verpelijking Lagrange met expliciete polynoom-interpolatie

(Griinert).

In sectie 4 hebben wij behandeld de expliciete polynoom-interpolatie,
dowez. de coéfficiénten van het polynoom treden expliciet in de fore
mule op. We zullen dit noemen Grinert-interpolatie. Schrijven we het

polynoom op zijn meest economisch, dan luidt de formule van Griinert:
%
= + 2 eoe coe °
£ (x) ag + x (a1 + x % (a2 + + X s (an_2 + x % an_1) ))

Hierbij worden de coé&ffici&nten a, 2o gekozen, dat'f: met f overeen-
stemt in n gegeven basispunten Xs s i=0(1)n - 1, Moa.w. de vector a
der ?3§fficiénten aj is de oplossingsvector van het lineaire stelsel
Va = f, waarbij V de Van der Monde matrix V(xO, Xiy soes xnm1),is en

f de vector der functiewzarden in Xy e
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Wij willen deze formule vergelijken met die van Lagrange (6.3)
£ = L300 2x) + L P00 £le) * eoe + B0 2l
L 0 o’ T 1 : n-1" o

_Ten eerste hebben we de volgende

Stelling 8.1. De formules van Grinert en Lagrenge van dezelfde orde

en op dezelfde basispunten zijn mathematisch equivalent.

Mo.a.w. als f: en f: overeenstemmen in n verschillende basispunten,
dan zijn 2zij identiek.

Bew:LJs° De Lagrange~coeff;01enten‘£ (x) zijn, olleens hun definitie
(6,2) polynomen van de graad n - 1 1n X. Dus is f (x) een polynoom
van graad < n. (De graad kan k131ner dan n = 1 zijn, omdat termen

van hoogste graad kunnen wegvalleny) Dus fG(x) en fL(x) zijn beide
polynomen van graad < n, die in n verschillende punten met f overeen-
stemmen, Masr dan zijn zij identiek volgens stelling TQha(Ook volgt
dit uit het feit dat det(V) # 0.)

Stelling 8.2, De formule van Lagrange van de orde n is exact voorrpoly-
nomen van graad < n. M.a.w. als de gegeven functie f een polynoom

van graad < n is, is het 1nterpolerende Lagrange=-polynoom fL 1dent1pk
net £

TerassinE:'Kies voor T een polynoom van de graad 0, dus een constante
e ¥ 0. Voor deze f is Lagrange van de orde n > 0 dus exact en we

‘krijgen:

n-—1
n
= Zofjm * ¢,

Dus, na dellng door ¢, hebben we

Stelling 8.3. De som der Lagrange~-co&fficiénten van een zekere orde is

gelijk aan 1 voor alle waardsen van X.
- Deze eigenschap is belangrijk bij het controleren van onze bereke=-

ningen.
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Voor- en nadelen

bé fdrmulgs van Grilnert en Lagrange zijn wel mathematisch equivalent,
maér numeriek niet. Ten eerste kunnen ten gevolge van afrondingsfouten
de resultaten verschillen. Ten tweede'verschillen de‘formuies in het
aantal benodigde uit te voeren operaties. Wat dit betreft is Criinert
het meest economisch, als de (door interpolatie benaderde) waarde

wordt gevraagd van een vaste gegeven functie f voor verscheidene argu-
menten. De coé€fficiénten aj hangen immers wel van f af, maar niet van
Xo Ze hoeven dus maar eens voor al te worden uitgerekend en voor elk
argument wordt een geinterpoleerde waarde gevonden met n vérmenigvuldi-
gingen en optellingen. Een belangrijke toepassing zijn de standaard-
functies (zie Algol-rapport 3.2.4), die in een Algol-systeem vaak door
~een polynoom-interpolatie in Grﬁnert's‘vorm worden benaderd.

Aan de andere kant is Lagrange economischer, als voor een vast argument
de benaderde waarde wordt gevraagd van verscheidene functies. De co&ffi-
ciénten ﬁ ?(x) hangen immers niet van f af, en kunnen dus eens voor al
worden berekend voor de gewenste waarde van x. De geinterpoleerde waar-
de wordt verkregen als scalair product van de vector der Lagrange-co&f-
fici&nten in het punt x en de vector der functie-waarden in de overeen-
komstige basispunten. _

Het aantal operaties is dus wederom n vermenigvuidigingén en optel-
lingen. De formule van Lagrange wordt, zoals we zullen zien, vaak toe-
gepast. Belangrijk is nog de volgende | B

Stelling 8.4. De Lagrange~co&ffici®nten zijn invariant bij lineaire

transformatie. D.w.z, als de basispunten X, en het punt x worden

vervangen door

x! = a+ xib en x' =a+ xb

!
i
dan peldt l?g(x')(op de basispunten xi) ==i??(x)(op de basispunten xi).
Bewijs: Dit blijkt ommiddellijk uit de definitie (6.2) '
Immers x' - x} = blx = xi)° Dus in (6.2) worden teller en noemer met

n - 1 factoren b vermenigvuldigd en de Lagrange-coéfficignten'blijven

dus onveranderd.

&
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9. Formule van Lagrange op equiaistante basispunten

In de praktijk van het handrekenen (met behulp van een tafelreken-
machine) werken we vaak met functies, gegeven in een tabel. De argu-

menten zijn dan heel vask equidistant:

(9.1) ‘xi=xb+ih ,  i=%k(1)1.

Ik laat expres i niet van O tot n - 1, maar ven k tot 1 lopen (de orde
is dus n =1 - k + 1), om wat meer vrijheid te hebben. In de algemene
formule (6.3) mag de volgorde (nummering) der basispunten willekeurig
gekozen worden, de punten hoeven niet naar grootte geordend te zijn.
In het equidistante geval evenwel wordt de volgorde der basispunten .
“altijd vastgelegd door formule (9.1) en daarom willen we graag wat
vrijheid terugkrijgen door als begin-index i.p.v. O de kiesbare waarde
k te nemen.

Op het argument x passen we dezelfde lineaire transformatievtoe:

(U.2) X = xq + ph.e

Vervangen we in formule (6.2) overal x, door i en x door p, dan blijven
volgens stelling 8.4 de Lagrange-coéfficiénten invariant. Zo hebben we

voor het geval van equidistante basispunten (ioPoVo‘t schrijven we nu L):

1 : '
Ljp) = 1 =% (i=x(1)1)
j=k ’
iF
o {p=k) coo (p-i+2)(p-i+1) . (p=i-1)(p-i-2) co. (p-1)
(i—k) XK * 2 % i . -] %'—2*000 (i-l)

p-k} , f1-D
1=k 1-1i/°

We hebben dus voor het equidistante geval:

(9.3) Li(p) = (I: T ) * G_ - ﬁ) , i=x(1)1, en
L * _ .n n | n
- (9.4) £ (xy + pn) =L (p) £ + L . (p) £, + van t L(p) £
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waarbij L =k + n - 1,

Deze formules zijn (Wegens stelling 8.4) onafhankellgk van het tabel~
‘ interval h en van de keuze van het nulpunt Xqe We kunnen dus voor Xq
elk getabelleerd argument kiezen. ’
Toepassing. Zij gegeven een equidistante tabel van een functie f. We
willen voor een zeker argument x de functie—waarde'f*(x) berekenen
met Lagrange-interpolatie van de orde n. (Hoe de orde n gekozen wordt
in verband met de gewenste preciesie, zal latef'ter sprake komen.)
Als x. kiezen we een van de dichtstbij x gelegen getabelleerde argu-

0
menten., De interpolatie fractie p is dan

p=(x=-x) /n,

waarbij h het tabel-interval is, dus h = Xy = Xpo

Als x, het meest nabije tabel-argument is, geldt dus |p| £ 1/2.
De basispunten kiezen we aan weerskanten van x zo dichtbij mogelijk.

M.a,w, we kiezen beginindex k en eindindex 1 als volgt:

als het aantal punten n oneven iss k

= =(n~1) / 2, 1L = +(n=-1) / 23
als n even is s k = «(n/2-1) , 1=+ n/2,
In het eerste geval'hebben we symmetrie rondom p = O, dus
2k+1 L 2k+1
Li (P) - L—i (“ )o'
In het tweede geval hebben we symmetrie rondom p = 1/2, dus

2k, \ _ .2k
‘Li (P) - L1~i(1 - P)o

De Lagrange-co&fficiénten voor het equidistante geval zijn uitvoerig
getabelleerd in Nat. Bur. Stand, Tables of Lagrangian interpolation
coefficients t§]o Vanwege de bovengenoemde symmetrie-relaties, kan men
volstaan met p-waarden voldoende aan 0 < p £ 1/2, ‘
Ogmerklng. Denk er om, dat bij afronding van Lagrange-coefflclenten,
men zodanig moet afrpnden9 dat hun som gelijk aan 1 blijft,
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Oggaven

31) Bewijs de formule: nz'i xfgn)(x) = 0,
32) a) Bereken de Lagrange-co&fficiénten £ g(x) als de basispunten
©ozijn: =2, =1, 1, 2,
Bereken vervolgens deze co&fficiénten voor x = 0 en x = 3/2;
b) Bereken het interpolerend polynoom f;(x) van graad < 4 dat in
de basispunten respectievelijk de volgende waarden heeft:
-5, =1, 1, 11,

33) a) Bereken door middel van L-punts Lagrange-interpolatie de waar-
den f (x) voor x'= 1,13, 1015, 1,17, 1.19 als van T de volgende

tabel is gegeven:

x £(x) -
11275 211971
1.1503 213954
1.1735 .15932
1.,1972 - 17903

b) Bereken vervolgens, uit de zo verkregen equidistante tabel en
met gebruik van een tabel van Lpgrange-co&ffici&nten de waar-
%
den £ (x) voor x = 1,16 (.001) 1.17.

34) Bereken de Lagrange-codffici&nten (voor het equidistante geval)
Lz(p), waarbij n =2, 3, 4, 5enp = 1/2, 1/b, 3/b.

Kies de grenzen van i zoals boven aangegeven (zie pag. 45).
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VIER PUNTS LAGRANGE COEFFICIENTEN

D i= -1 i=0 i=1 Ci=2

C .34

.00 - .0000000 +1.0000000 + 0000000 - .006000600 1.60
.01 - .0032835 + .9549005 + ,0100495 ~ .0016665 .99
.02 - .0064680 + . 9896040 + 0201960 - .0033320 .98
.03 -~ .0095545 + ,9841135 + .0304365 - .0049955 .97
.04 - .0125440 + ., 9784320 + ,0407680 - .0066560 .96
.05 -~ .0154375 + . 9725625 + 0511875 - .0083125 . .95
.06 - ,0182360 + ,9665080 + ,0616920 - .0099640 .94
.07 - .0209405 + . 9602715 + . 0722785 - .0116095 .93
.08 - .0235520 + , 9538560 + ,0829440 - .0132480 .92
.09 - ,0260715 + ,9472645 + ,0936855 - .0148785 .91
.10 -~ ,0285000 + .9405000 + .1045C00 - .0165000 .90
11 - .0308385 + . 9335655 + 1153845 ~ 0181115 .89
.12 - .0330880 + .9264640 + ,1263360 - .0197120 .88
.13 - 0352495 + .9191985 + .1373515 -~ .0213005 . 87
.14 - .0373240 + . 9117720 + 1484280 - 0228760 .86
.15 - .0393125 + .9041875 + ,1595625 -~ .0244375 .85
.16 - 0412160 + . 8564480 + .1707520 . - ,0259840 .84
- .17 - .0430355 + . 8885565 + 1819935 ~ 0275145 . .83
.18 ~ 0447720 + . 8805160 + ,1932840 - .0290280 .82
.19 -~ 0464265 + . 8723295 + 2046205 - .0305235 .81
.20 - ., 0480000 + , 8640000 + .2160000 - .0320000 . 80
.21 - ,0494935 + , 8555305 + ,2274195 - .0334565 .79
.22 - ,0509080 + ,8469240 + ,2388760 - .0348920 .+ .78
.23 - .0522445 + , 8381835 + .2503665 ~ .0363055 17
.24 ~ .,0535040 + , 8298120 + ,2618880 - .0376960 .76
.25 ~ 0546875 + . 8203125 + 2734375 -~ .0390625 .75
.26 - 0557960 + . 8111880 + .2850120 - .0404040 T4
.27 - .0568305 + , 8019415 + ,2966085 - .0417195 .13
.28 - 0577920 + 7925760 + 3082240 ~ ,0430080 .72
.29 ~ .0586815 + ,7830945 + .3198555 ~ .0442685 71
.30 - ,0595000 + 7735000 + ,3315000 ~ . 0455000 .70
.31 - .0602485 + .7637955 + 3431545 -~ .0467015 .69
.32 - .0609280 + 7539840 + .3548160 - .0478720 - .68
«33 - ,0615395 + ,7440685 + ., 3664815 - ,0490105 .67
~ .0620840 + 7340520 + ,3781480 . -~ ,0501160 .66
.35 - .0625625 + 7239375 + .3898125 - .0511875 .65
.36 - ,0629760 + 7137280 + .4014720 - .0522240 .64
.37 - ,0633255 + 7034265 + .4131235 - . 0532245 .63
.38 - ..0636120 + ,6930360 + 4247640 - . 0541880 .62
.39 ~ .0638365 + .6825595 + 4363905 -~ .0551135 . .61
.40 -~ .0640000 + , 8720000 + .4480000 - .0560000 .60
.41 -~ .0641035 + ,6613605 + ,4595895 ~ .0568465 .59
.42 -~ .0641480 + .6506440 + . 4711560 - 0576520 - .58
<43 - 0641345 + ,6398535 + 4826965 - ,0584155 .57
.44 - .0640640 + ,6289920 + 4942080 ~ .0591360 .56
.45 - 0639375 + ,6180625 + 5056875 - .0598125 .95
.46 , - ,0637560 + ,6070680 + ,5171320 - . 0604440 .54
.47 - . 0635205 + .5960115 + .5285385 ~ .0610295 . .93
.48 - 0632320 + . 5848960 + .5399040 - . 0615680 .52
.49 - .0628915 + 5737245 + . 5512285 ~ 0620585 .51
.50 - .0625000 + ,5625000 + ,5625000 - . 0625000 .50

i=2 i=1 i=0 i= -1 p
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begin comment Opdracht R 1086, TJD 250165/11858

£
¢ »p
énd:

" end

Programma ter bere:cemng van 4-punts ‘Lagrange
coefficienten voor index i:= -1,0,1,2 en voor
interpoleer—fractie p:= 0 step .01 until .50

real p,lminl,10,11,12,sum ;
Erocedure out (k,x) s value ks integer kg real x;
begin 1f k = 1 then PUNLCR else
‘ begm PUSPACE(1); PUSPACE(1); PUSPACE(1) end ;
ifk<2 then ABSFIXP(1 2,x) else FIXP(l,k,x)
end out ;
Qrocedure outtext (s); string s;
begin PUNLCR; PUNLCR; PUTEXT1 (s); PUNLCR end outtext,

outtext( . -
’ VIER PUNTS LAGRANGE COEFFICIENTEN:D;
outtext( - :
i=-1 i=0 . i=1 i=2%);
for p:= 0 step .01 until .505 do .
begin out(I,p);
Iminl:= -p X (1-p) x (2-p)/B3 out(7,lminl)s.
10 = (p+1) x (1-p) x (2-p)/25 out(7,10 )3 .
11 (p+1) x P X (2-p)/2; out(7,11 )3
12 (p+1) x P X (p—l)/6 out(7,12 )3 .
sum := lminl + 10 + 11 + 12 ;
if abs(sum - 1) > ;-8 then
begin out(12,sum); go t0 end end ;3
out(2,1-p)

L

end ;
outtext( : . L
i=2 i=1 i=0 - i=-1 b
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" 10, Interpolatie-formule van Newton

We zoeken nu een formuie9 waarbij we van orde n op orde n+1 kunnen
overgaan, door toevoeging van een betrekkelijk eenvoudige term, Wij
nemen aan dat deze term een veelvoud is van de n-=de b351sfunct1e G n?

‘zodat we krijgen:

3%

£(x) = £(x) + &G (x).

Hierin is f: een polynoom van graad < n overeenstemmend met f in de

punten x5 1= 0(1)n - 1, en f:'_}_1 is een polynoom van graad < n die
met’f overeenstemt“in de bovengenoemde X, en bovendien in een nieuw
punt Xno |

"Hieruit volgt, dat Gn een polynoom van graad < n is en nul is in

Xs 5 i=0(1)n « 1, Dus

Gn(x) = c(x = xo)(x - x1) o o o (X = xn_1) = ¢ wn(x),
waarbij ¢ een constante is. Omdat we ook de constante codffici&nt &,

hebben, kunnen we rustig stellen ¢ = 1,

Zo krijgen we als definitie voor de basisfuncties:

. Gou
(10.1) Gj(x) = wj(x) = I (x = xk) =0(1)n - 1,
k=0
en als interpolerend polynoom:
N1
£(x) = Y oa, m.(x).
3=0 Jd J

Dit moet in de punten xi met f overeenstemmen:

(10.2) z a. n (x )

f(x,) , i =0(1)n = 1,
J-OJ ot

Omdat M.J, = m(x,) =0 als i < j, heeft dit stelsel de driehoeksvorm

en is dus eenvoudlg oplosbaar. De determinant van het stelsel is gelijk

aan het product van de dlagonaal~elementen°
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det(M) = ﬂo(xo) “1(x1) voo T (xnnﬁ) = det(V) # 0 (vgl, pag° 31).

n=1
We schrijven het stelsel (10.2) wat vollediger uit:

a = f(xo)
ay * é1(x1 - xo) = f(x1)
8y * a1(x2 - xo) + a.e(x2 - xo)(x2 - x1) | = f(xz)
ag * 9.1(}:11“..i - xO) + 000 + anm1(xn_1 - xo) 000 (xn_1 - Xnng) =.f(xn_1)
De O=de vergelijking levert direct aqe We trekken deze vergelijking
van de andere af en delen door xi - xoo De zo ontstaande rechterleden

heten eerste gedeelde differenties, waarvoor we de volgende notatie

invoerens:
T [?O, xi] = (f(xi) - f(xo))/(xi - xo)o

Het stelsel vergelijkingen komt er dan als volgt uit te ziens’

8.1 = f [-xoa, X’.]]

a; *+ a2(x - xj) | = f E?O’ xé]

o o -] ] o Q [ [+) ° -] o -]

a, + az(xn»1 - xq) + ooo * an=1(xna1 - x1) s e (xnm1 - xn_a) = f [?O’ xn_{]o

De eerste vergelijking levert direct a, en trekken we weer af van de

1

andere vergelijkingen, waarna we door X, = X, delen. De ontstaande

rechterleden heten tweede gedeelde differenties en noteren we als volgt:

Y Exos Xy xij = (f [xo, xij -»_i‘"[xo R xl-_[)/(x:.L - %)

We krijgen den &y = f Exog k19 x2] en zo voortgaande berekenen we alle

co8fficiénten ajo

Samenvatiing

De k-de gedeelde differentie wordt recurrent gedefiniéerd voor de opeen-

volgende waarden van k als volgts
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(10.3) Voor k = 0 fEk,] = I(x ) en voor k > 0: f Ek o ooay X P x'l

fECgooogxkegx.I_fEXog 000y kZQKkJ
°~xk°"

Dan geldt voor de co&fficiZnten a; van het stelsel (10.2):

o

(1001‘) | | a.j = £ [xoa 000 g xj] °

%
Het interpolerend polynoom f krijgt dan de vorm:
. - _ .
(1005) £ (X) = fLXO] + f[xogx.i](x e xo) + 000 *+ T [—Xos cooyg xn_.I](x L xo) ecoo

Yo

coo (X - Xn-2

' Dit is de 1nterpolat1emformule van Newton van de orde n (en rang n)o

De coefflclenten £ [koﬂ coog X ] heten Newton-co&fficiénten,

Evenals bij de expliciete polynoompvorm van Grilnert, kunnen we bezuinigen

op het aantal bewerkingen, door (10.5) als volgt te schrijven:
. A.‘#‘
(10.6) £ (x) = f[ké] + (x.- x ) (£ [kog x1] * (x - x )£ Ekos X9 xé] + o0so
eoo (X - xn‘_a)f,&og 000y xn-»'S])

De k-de gedeelde differenties kunnen we defini8ren en berekenen op elk
(k+1)=tal verschillende basispunten., Hierbij geldt dan de volgende prettige

Stelling 10,1: De waarde van een k-de differentie hangt niet af van de volg=

orde der basispunten, die erin voorkomen. Mca.w. zij (1O° vooy 1 ) een

permutatie van de indices (0, oco, j), dan geldts

f [xogv 0e0p xj] =f [xi 9 000y xi;!
Y J
Bewijs: Beschouw Newton's formule van de orde j+1 op de ba51spunten
Xgs oo xJ° Hierin is T [kos coop x'] de coéffici&nt van xJo Aange21en
het polynoom f uniek bepasld is door de basispunten geeft permutatie
van de basispunten geen verandering, waaruit meteen de stelling volgt.

Hieruit volgt, dat we de Newtoneco&ffici&nten kunnen verkrijgen, door
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successievelijk voor elke k te berekenen de k-de differenties
f Eki, 000y xi+£] . De te berekenen getallen kunnen we als volgt

- in een schema zetten:

X4 f[xdj
) f txo’ x1j .
S E EE TN : .
‘ . f [..xp xaj. 3 "f [xO’ K45 %59 x3].
%, tlx,] £ (x5 %55 xé]
f Eczs x3.j
X3 f[ké]
Voorbeeld
x £f(x) = X
0 0
1
1 1 L
13 1
3 27 10 0
63 1 0
6 216 16 0 ' 0
127 | T 0
7 343 2l 0
S auT 1
11 1331 30-
397

12 1728

Newton's formule van de orde n is exact voor polynomen ven graed < n.
Dientengevolge zijn de'kmde gedeelde differenties van een polynoom van
graad k constant en alle hogere gedeelde differenties 0. Men kan deze

eigenschap gebruiken, om een polyncom voor verscheidene argumenten te
berekenen. ' ‘ '
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Vergelijking Newton met Grinert en Lagrange

Newton's formule van de orde n levert, evenals Grﬁneft en Lagrange,
een polynoom van graad kleiner dan n., Omdat overeenstemming met een
gegeven'functie op n verschillende basispunten een polynoom van graad
kleiner dan n uniek bépaalt9 hebben we blijkbaar

Stelling (10.,2): De formule van Newton is mathematisch equivalent

met die van Griinert en Lagrange, ‘mits van dezelfde orde en genomen

op dezelfde basispunten, o

Newton's formule munt niet uit in zuinigheid van het aantal bewerkingen.
Zis heeft evenwel het voordeel, dat men gemakkelijk een Easispunt kan
toevoegen en een formule van orde een hoger kan kfijgenc Imners,

.als f: en f:;1‘de interpolerende‘polynomen»zijn van de orde n respectie=-
velijk n+1, dan geldt (vgl. pag. 49 en (10.5)):

Jo

3¢ %, . ) o
(10u7) fn+1(X) = fn(X) + f‘Exog 600y xn] (x L XO) o0 (X - xn~1

De grootte van de toegevoegde term kan een idee geven van de bereikte
preciesie. Newton's formule zullen we dan ook gebruiken voor de bee

schouwing van de restterm.

Errata

De pagina’s 33 en 34 ontbreken,

Pagina 46) opgave 31 moet luiden:

n=1
Bewijs de formule: ) % j?? (x) = 0, voor n > i,
§=0
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Oggaven -

35) Doe opgave 26 met Lagrange interpolatie en vergelijk de resultaten.

36) Bercken £(7) uit de opgaven 28 en 29 met Lagrange's formule en

vergelijk de resultateno

37) Bewijs direct uit definitie (10.3):

t [xog X xz:] = f L-x29 Xy x.i] o

38) Bewijs de formules

. ﬁn =1 X - %, +( (% = xo)(x.- x.i), . (x = xo)o“(x - xn_2)
~0 xg = %1 (x5 = x){xg = x,)

(g = xqdeeolag =3, 4)

Aenvijzing: Pas Newton's formule toe"op ﬁg (x), zijnde een polynoom
ven gread < n, dat 1 is in X, en 0 is in de andere basispunten.

39) Zij gegeven het volgende stuk tabel van de Gamma-functies

x : r'(x)
1.950 0,97988 06513
1,955 0.,98180 1552L
1.960 0.9837h4 2540k
1.965 0.98570 36664
1.970 0,98768 49838
1,975 0.98968 65462
1,980 0.,99170 84087
1,985 0.99375 06274 |
1§990' 0,99581 32598‘ - Bereken benaderde waarden
1.995 0,99789 63643 van r(x) met L-punts Lagrange

voor x = 1.956, 1,9622,
2,000 . 1.,00000 00000 ' 1.9725 en 1.980625,
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s

11, De restierm

We hebben nu drie vormen van polynoom-interpolatie beschouwd, die,
zoals we zagen, mathematiéch equivalent zijn. Als de functie f een
polynoom ven graad < n is, zijn de interpolatie-formuleé van orde n -
exact, Voor andere functies geldt dat natuurlijk niet en we zulien
dus moeten nagaan welke fout wordt gemaakt, als f door een benaderend

polynoom £ vérvangen wordt. De correctienterm; die nodig is om |
| het n=de orde 1nterpolat1e-polynoom f tot f te corngeren, noemen

we de restterm R (x), duss
b
(1'1.,1) £(x) = £ (x) + R (x).

Omdet de formules van Grilnert, Lagrange en Newton voor dezelfde orde
en basispunten mathematisch gesproken equivalent zijn, hebben zij alle
drie dezelfde restterm. Voor het onderzoeken van de restterm gaah we
ult van Newton's formule, omdat'zij voor dit doel het handigst is.

In formule (10,7) vervangen we x  door Xo M.a.w. aan de basispunten

Xy (i =0(1)n - 1) voegen we toe het basispunt x. Vanwege de exacte

overeenstemming in x geldt dans (x) = £(x) en (10.7) gaat over in
f(x)A= fn(x) + f [kog cooy X 1o x] (x - x5) oo (x = X 1)

Vergelijking met (11.1) levert onmiddellijk
(11.2) Ry(x) = f E?Os vo0s X 15 x] Trn(x)o

In de gedeelde differentie komt f£(x) voor, zodat we hiermee niet veel
verder komen. We kunnen echter een nuttige bovengrens voor Rn geven, als
we weten, dat de functie f voldoende vaak differenti8erbaar is in een
intervala dat alie basispunten en het punt x bevat.

We hebben nl., de volgende

Stelling 11.3: Zij a het minimum en b het maximum ven x en de basis=

punten Xs i=0(1)n - 1. Zij verder de functie f minstené n maal
differentiéeerbaar in het interval [;, tﬂo Dan geldt voor de restterm

van de n-de orde interpolatie op deze basispunten:
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(n) |
£ (E)
B cemmcmenamoazan  T{
Rn<x) n! n(X)°
waarbij % een of ander getal tussen a en b is,

Bewil]js

Als x semenvalt met een der basispunten x., i = 0(1)n - 1, is de
stelling onmiddellijk duidelijk. Dan geldt immers Rn(x) = ﬂn(x) =
en elke & tussen a en b voldoet. Nu het geval x = xo, 0cog xn_1o
We voegen een extra basispunt x toe en krijgen dan de (n + 1)=

punts formule:

f(x) = f%(x) + f [kog 2005 X 45 x;] ﬂn(x) + R (x).

n+1

Hierbij is f gevaseerd op de punten x, 39 i= O(1)n - 1 en de tweede
term zorgt voor de toevoeging van het b331spunt x (vgl, 10,7 en 11, 1)

Blijkbaar geldt: Rn+1(x) =0 voor x = x,, i = O(1)n, me@eWo R 4

heeft n + 1 nulpunten. Dus heeft de afgeleide functie R£+1, volgens
de stelling van Rolle, n nulpuhten (die elk netjes tussen twee opeenw

volgende nulpunten van R liggen),

+1
Het argument herhalende v1nden we tenslotte:

(n)

n+1
mln(xo9‘ooog xn) < g < max(xo9 cooy Xn)o Dus

De n-de afgeleide R heeft een nulpunt & voldoende aan

n

0= &, (0 = £ - | &5 o }ng o N R OF
: dx

n+1
Omdeat f een polynoom ven graad < n is, is zijn n-de afgeleide iden-
tiek O, Omdat L (x) een polynoom van graad n is met x -coefflclent 1,
is zijn n-de afgelelde constant en wel gelijk aean ni, Uit een en
ander volgt:

(£)

T EXO, coecg

9
No

Nu vervangen we X door x {dit mag want x # s i=0(1)n«-1)en
vermenigvuldigen met ﬂn(x)o

&
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‘Wegens .(11.2) krijgen we dans

25 x (x)

Rn(x) =f Exo9 soss X1 x] ﬂn(X) = — .

waarbij nu £ voldoet aan: a < § < b, geeods

Toepassingen

Deze formule voor de restterm is zeer geschikt voor het vinden van
een bovengrens van de interpolatie-fout. Het enige, dat we hiertoe
van f moeten weten, is een bovengrens voor zijn n-de afgeleide in

. het beschouwde interval.

Voorbeeld 1. Zij gegeven een tabel van sin x voor x = 0(0.2)2
(in radialen). Welke nauvkeurigheid is bereikbaar vosr willekeurig
 argument met Lepunts interpolatie? '
Het tabelinterval h is gelijk aan 0.2 ,.Neem_als basispunten de hA..
dichtsbijzijndeg'die we‘nummeren i==1, 0, 1, 2 en voldoen aan

X, =X ¥ ih (vgl, sectie 9), Dan ligt x tussen x. en X (vehalve

0
misschien aan de uiteinden der tabel),

0

Als we defini€ren

. : . ) . . h
p = (x = xo)/h, geldts wh(x) = (p+ 1)plp =1)(p=2)n,
Voor p tussen 0 en 1 bereikt lﬂh(x)l zijn maximum voor p ='%
< x 2 x, geldt:

b

(afgeleide = 0), zodat voor Xq

|m, (x) | 5_%3 h

1
= 949 =k

h .
Omdat E;E sin (x) = sin (x), wat in absolute waarde hoogstens 1 is,
dx '

hebben we dus
1 :
IR (x)] <5 = 9,4 =k <000k,

mea.W. de bereikbare precisie is 3 decimalen.
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Voorbéeld 2, Hoe fijn moet 1n x getabelleerd worden voor 1 < x £ 10
om te bereiken, dat lineaire interpolatie een precisie van 6 deci-
malen levert? ' '

De maximale toegestane fout is dus 9510 =6, moa.w, de eis luidt:

_ f"(g)
Rp(x) = 5= mo(x) 2254 =6
Nu'geldt:_, lwa(x)! < W2/4 en |£"(E)] = Lg < 1, dus het tabelinterval h
; ;

2
1 h™ . 2
[ Qe _-} < wol o=
moet voldoen aan: 5T T 9510 6 of W™ < h10 6, dus § <‘a0029

12, Interpolatieformule van Aitken

Deze formule bestaat uit een herhaald toepassen van lineaire inter~
polatie., Schrijven we deze in Lagrange-vorm, dan hebben we:
X - X X = X,

f(x) = f(x. ) + -
xo - x1 0 x1 - xo

f(xj);

Omdat hier de basispunten Xy en X, gebruikt zijn, noemen we dit Yo1°

Om in de stijl te blijven noemen we de functiewaarden f(xi) nu'yio

We schrijven de formule nu in determinantvorm:

; Yo *o~*
Yo1 © Xy = X ¢
Yy ¥ =X
En aigemener:
‘ : yig so0g + k o Xl = X
Y~9 060p ~-,+ = - - °
1 Y+ k Xs 4k xi ' ' . .
yi+19 Loy i +k i+k .
Men moet hierbij wel in het oog houden, dat Yss ocos : i i voor
' 1

k > 0 van x afhangt. Het blijkt een polynoom in x te zijn van graad

< k, dat in de k + 1 punten Xeo Xgyqe oeop X met f overeenstemt.

4
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De interpolatie=formule is dus mathematisch equivalenf met de reeds
besproken polynoom interpolaties van de orde k + 1, Op de basispunten

Xgs eoos X 4 krijgen we dus

(12.1) | fx) = Voo ceos gt Rn(X)o

De formule wordt als volgtrgebruikfe Laat de functie f door een tabel

gegeven zijn. Kies telkens als nieuw basispunt een dicht bij x gelegen
tabel-argument. De argumenten worden hier niet volgens grootte, maar
in volgorde van keuze genummerd.

De achtereenvolgens berekende y-waarden worden als volgt opgeschreven:

%0 X = * %o |
\ Y01 |
X4 i B = - Yo12
Yi2. - Vo123
Xp Xy = X T2 | Y123 '
| 713
x3 x3 - X v f3

.Aitken's formule schijnt voordelig te zijn als we voor een enkele
waarde van x willen interpoleren ﬁet de hand (en tafelmachine), De
y-waarden gaan namelijk in steeds meer cijférs overeenstemmen, die we
niet telkens hoeven neer te schrijven. De mate van overeenstemming
geeft een idee van de bereikte precisie.

Willen we evenwel voor verscheidene waarden van x interpoleren (en

tevens een idee van de bereikte precisie krijgen), dan kunnen we beter

het gedeelde differentie-schema opbouwen en Newton toepassen. Kennen
we de precisie reeds (b.v. uit resttermbeschouwing of tabel-gegevens)
dan is de snelste formule hetzij Grinert's vorm (mits het aantal
x-waarden groot is) hetzij in het equidistante geval Lagrange, mits.

we de Lagrange-co&ffici&nten uit een tabel halen.,




60

Na deze snelheids-overwegingen nog het volgende

Voorbeeld van Aitken-interpclatie.

Gevrasgd in onderstaande tabel £(21) te bepalen, (De’argumenten zijn

alvast volgens keuze gerangschikt)s

X, X. = X T,
k)

19 -2 33312

36860
23 2 LoLo8 3685L
| --833 36855
28 ¢ 49345 ...52 -5
. . .-928 R ce=a5
13 -8 22738 ok _. '
--990 .nu25
33 12 58367 ...82
37071

T w1l 12225

Resultaat £(21) a5 36855,

Inverse interpolatie

Hiefonder verstaat men het zoeken van een benaderde argument-waarde,
waarvoor de functie een bepaalde waarde asanneemt. Dit kan men doen met
een der bovengenoemde interpolatie«»formulesg door de rollen van
functie-waarden en argumenten te verwisselen.Zij een functie f in een
- tabel gegeven. Gewone interpolatie bestaat uit het berekenen van
benaderde waarden y = f£(x), inverse interpolatie uit het berekenen

van x = f°°1(y)9 m.a.W. interpolatie van de inverse functie 1,

Hier is echter een woarschuwing op zijn plaats. Weet men dat een
getabelleerde functie f voldoende nauwkeurig interpoleerbaar is,

dan geeft dit geen garantle, dat dit ook geldt voor de inverse functie
fgjo Zelfs een hogeré orde formule geeft niet altijd een bevredigende

inverse interpolatie.
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YVoorbeeld
x - Px) = x3
0 0
1 1
2 8
3 27
. 6k

Gevraagd x zodat f(x) = 20,

Vorm de Lagrange~coéfficiénten:

5 z (20 - 1)(20 = 8)(20 = 27)(20 = 64) _
g (20) — 1)( 0-'8)( 0_27)( 0_61?) - 5007986

5 _ (20 - 0)(20 - 8)(20 ~ 27)(20 ~ 64) _ B
L0y = Br=gpRe = BYC T = ZI( 1= eu) - ~O-MH6E9

5 _ {20 = 0)(20 ~ 1)(20 = 27)(20 - 64) _
L 20y = 3= 0)(B=TI( 8= 2r( 8- u) = 1-96429

5oy o (20 = 0)(20 = 1)(20 = 8)(20 - 64) _ .
L 3te0) = (g TI(27 = B)(27 — 6y = 040656

0)(20 = 1)(20 =~ 8)(20 - 27) ;
=0V (Bh = 18k = Bk —&7) = —0.00382 .

&
£\
>
n
(@]
s
§
Came” Tamn Y
a3
i

Somcontréle geeft 1.00000 en de benaderde Waarde van x is
'1*(20) dﬁs(eo) * 0 +f5(2o) * 1 + £5(2o) % 2 + )35(20) %34

+f 2(20) s 4 = -1,3139

in plaats van x = L;/§51= 2,714k,
De fout is aanzienlijk. Dit komt doordat de inverse functie x = _\3’;5
zich in de buurt van y = 0 allerminst als een polynoom gedraagt°
De eerste afgelélde is reeds oneindig voor y = 0.

Een belanggle bijzonder geval van inverse interpolatie is het
zoeken van een argument X, waarvoor fx) = Oy moa.w, het bepalen van
een wortel van een vergelijking. Dit zal later uitvoerig behandeld

worden.
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Opgaven

Lo) 2zij gegeven een tabel van een functie f in twee arrays P en Q zodanig,
" dat voor i = O(1)N = 1 de bij het argument P[i] horende functie-
waarde QLij iso o ,
‘a) Schrijf een Algol-procedure, die het volledige‘schema van gedeelde
differenties uitrekent en in een 2-dimensionaal array aflevert.
b) Schrijf een Algol-procedure, die uit ait array der gedeelde diffe-
renties de Newton-co&ffici&nten licht en in een 1-dimensionaal
ari'ay A[O N - ﬂ plaatst.
~¢) Schrijf een functie procedure, die voor elk gegeven argﬁment X
en orde n (n £ N) de geinterpoleerde waarde f:(x) berekent met
Newton's formule en gebruik makend van de in A staande co%fficiénten.
d) Schrijf vervolgens een blok, waarin (na de nodige voorbereidings-
aanroepen van de procedures uit a en b) voor n = 5 en 6 worden
berekend de waarden f:(x)s waarbij x = 0(.1)1.5

Laat de resultaten afleveren in twee passende 1-dimensionale arrays.

41) zij gegeven de tabel

X £x)

0
10
30
68

130

1010

Ow &FWhN o

Bereken een volledig schema van gedeelde differenties en daarna
£(1) en £{8) met Newton's interpolatie-formule. '

' Zoek vervolgens het polynoom van laagste graad, dat met f£{x) in de
gegeven punten overeenstemt, en schrijf dit expliciet uit (in}

Grinert's vorm).
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Bewijs dat de restterm horende bij lineaire interpolatie geba-
seerd op de punten X, en x1'met X, £x = X, in absolute waarde
hoogstens is l-M(x - Xq )2 s waarbij M = maximum van |£"(x)| in
het interval [xo, X ]

Geldt dit resultast ook voor ex‘trapolat:.e9 d.woZ. Voor x buiten

het interval [xo9 x1J.

Zij gegeven een tabel van exp(x) voor x = .50(.01)1.00.
Welke precisie kan worden bereikt

a) met lineaire interpolatie,

b) met 3-punts interpolatie,

c) met b-punts interpolatie?

a) Hoe fijn moet de functie olog (x) voor 1 < x <10 getabel- .
leerd worden, opdat zij in 5 dec1malen nauvkeurig llnealr
interpoleerbasr is?

b) Dezelfde vraag voor de functie sin ( %%6 ) (dat'is sinus met

argument in graden) en0 < 'x < 45,

Bewijs dat de 3-punts Aitken-formule voor Yo12 inderdaad in X5
x1 en x2 exact met de functie f overeenstenmt,

Bereken met behulp van Aitken interpolatie £(16) uit de tabel

gegeven in het voorbeeld aan het eind van sectie 12,
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14, Samenvallende basispunten

Tot nu toe werd steeds verondersteld, dat de basispunten verschillend
zijn. Dit 1s nodig, om te zorgen dat de op te lossen lineaire stelsels
een determinant # O en een uniske oplossing bezitten.

We kunnén echter nagaan, wat er met de interpolatieformules gebeurt

bij limiet-overgang naar een situstie, waar sommige basispunten komen
samen te vallen, Doet men dit uitgaande van de formule van Lagrange,
dan ontstaat de interpolatie-formule van Lagrange-Hermite, waarop we
later hopen terug te komen. Eenvoudiger is het uit te gaan van Newton's
formule. We gaan eerst na welk effeét limietovergang heeft op de ge-
deelde diffsrenties., Voor de eerste gedeelde differentie geldt, volgens

de definitie van de afgeleide, mits deze bestaat in X3

f(xi+1) - f(xi)

m  f [x,, x,,1= 1lin

X, X,
1 1+

X, ]Xa 1‘ ; 1

Voor de ke-de gedeelde differentie geldt, mits de k-de afgeleide be-
staat (vgl. het bewijs van stelling 11.3):

S

= Fye Figqe cees Xy T TS 0

) 0

1 mi . . < g < . .
wagrbij min (x19 oooy x1+k) £ < max (x19 v00g Xgp

Als nu Xspqo 003 Xy allemasl tot Xs naderen, geldt dus, mits de k-de

i+k
afgeleide van f bestaat in een omgeving van %, en continu is in X
- %f\ ,(xi)
. lim . f L;ig Xs4q cooglxgz = = o
1410 2000 il Xy

Daarom definiéren we voor de samenvallende basispunten Xep Xepqs 000

s mits f voldoende veak continu differentieerbaar is:

f(k)(xi)
k! °

(Thoi) T Exig X, sooy xi+£1 = def

i%i?®

Met deze formule kan nu ook in het geval van samenvallende basispunten

het gedeelde differentieschema worden opgebouwd., De basispunten worden

#



Z0 genummerd, dat samenvallenﬂe punten steéds opeenﬁolgende indices
krijgen. Bij de opbouw van het schema passen we (1l.1) toe, als

xi = xi+3 Toeee E xl#k i+k
noemde nummerings=afsprask) en passen we (10 3) toe. Na het gedeelde

3 20 niet, dan is x; # x. .. (volgens bo#engem

differentie~=schema aldus opgebouwd te hebben, kunnen we voor gegeven
x de Newton=-formule (10.5) of (10.6) berekenen.

Voorbeeld,

‘Gevraagd een polynoom van zo laag mogelijké graed te construeren,

zodat ‘
£(0) ='£°(0) = 0, £"(0) = 1,
£(1) = £°(1) = 1, £"(1) = =5,
Het gedeelde differentie=schema komt er als volgt uit te zien.
x f(x) £ [xi, xi+‘31
. d [xn.a o190 %5 +él
-0 0
0
0 0 oD
0 ]
0 0 1 =15
1 =1 0
1 1 0 =105
1 | -2.5 |
1 1 =205

Dus £f(x) =0 + 0 = x + .5 #=x2 + .5 %*x3 - 1,5 xB(x = 1) + 0 = x3 (2 - 1)2 =

= a‘%-xe (3x2 w bx = 1),

Laten we alle basispunten samenvallen (met X )g dan gaat voor n maal continu

differentiéerbare f de formule van Newton (10 5) over in (vgl. stelling
11.3)¢
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fv(x ) f"(x )
£x) = £lxy) + =y (x = x5) + =z (x = x)% + o
- oln=1) |
(x,) (n) .
T I e ‘ﬁxg (x - xo)nﬂ% +c£%§u(n§cl (x B xo)n 0

waarbij min (295 %) < € < max (x50 %)o

Dit is de Taylor-ontwikkeling van f in het punt X, met restterm van

Leagrange,

Bijna samenvallende basispunten.

We veronderstellen nu dat alle basispunten en het punt x, waar we wile.
len interpoleren; bijna samenvallen, d.w.z, dat het kleinste interval
R b], dat x en alle basispunten bévat9 zo klein is; dat f(n)(x) op -
dit interval nagenoceg constant is. Vergelijken we nu formule (10,7)
met de formule uit stelling (11.3), Enerzijds levert toevoeging van
x, een n-de Newton term:
£ (g )
r [%09 vooy xnl wn(x) = = wn(x)

(vgl. het bewijs van stelling 11.3);
anderzijds is de correctie-term
(n)
7 (g,)

Rn(x) = ~ wn(x)o

[}

Als nu f(n)(x) in het relevante interval nagenoeg constant is, zijn
deze twee termen dus bijna gelijk.

M.a.w, als alle basispunten en het punt x dicht genoeg bij elkaar »
liggen, dan is voor zekere n de n-de Newton=term nagenoeg gelijk aan de
correctie~term, i

Hierop berust het praektisch gebruik van de formules van Newton en
Aitken., Bij interpolatie (maar niet extrapolatie) in een voldoende
fijne tabel geeft de laatste Newton-term (resp, de overeenstemming

in de Aitken-waarden) een idee van de bereikte precisie,
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Opmerking.
Voor de keuze der basispunten zijn allerlei systemen te bedenken.
Bepaalde in zeker opzicht optimale keuzen (zoals b.v. Chebyshev-

interpolatie) zullen we later behandelen, Thens gaan we aandacht

schenken san Newton interpolatie op equidistant gekozen basispﬁnteno~

Opgaven,

47) 2ij gegeven de volgende tabel van de exponentile functie

x o exp(x)
.0 | 1,00000
o 1.10517
Y 1.22140
o3 - 1.34986
o - 1.Lk9i82
05 1,64872
N 1.82212
o 2,01375
8 2,2255h
9 2,45960
1.0 2.71828

a) Welke precisie is bereikbaar met L-punts polynoom=interpolatie?

b) Bereken met b.punts Lagrange benaderde waarden exp(x) voor
X = .125;, 255 <375 en controleer of de resultaten kloppen met de
relatie exp(.375) = exp(.125) * exp(.25), '

c) Eveneens voor x = ,693, .694, .693147 (@ 1n(2)) en ga na of het

laatste resultaat voldoende met 2'overeenstemto
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48) Zij gegeven de volgende tabel van de gemodificeerde Besselfunctie
1o~22 X0 K, (x) (NBS - ANS 55 pag. 426). '

X | £(x)
18,0 .132L5h
18,2 122321
18,4 .112891
18,6 . 10h124
i8,.8 .095978 .
" 19,0 .088L1kL
1902 .081397
19,4 .0TL892
19,6 . 068865
19,8 063285
20.0 .058124.
(b)k
N

Het symbool onder de tabel betekent, dat lineaire interpolatie
een precisie h?O"h levert en dat b-punts Lagrange de volle tabel-

precisie (dus in dit geval o510=6) levert.

‘Bereken met i-punts Lagrange f£(x) voor x = 18.5, 19.1, 19,25,
19,35 19.35 en voor x = 19,7312,
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15. Formule van Newton op equidistante basispunten

Evenals in sectie 9 voor de equidistante Lagrange-interpolatie stellen

we, als h de afstand tussen 2 opeenvolgende basispunten is:

(15.1) : x; =xy+in, 1=k(1)1,

(15.2) ' X =x.+ph o

0

We zullen k en 1 voorlopig weer vrij houden, waarbij natuurlijk de
orde n gelijk is aan l-k+1, . '

Bij de equidistante Newton-formules treedt een kleine complicatie op,
- doordat we te maken hebben met twee ordeningen, nl. de natuurlijke
volgorde en de volgorde ven toevoeglngo Bllgkens (15+1) komt de index
i overeen met de natuurllee volgordeo

De toevoeging laten we steeds starten met X, en op een of andere sys=
tematische wijze verder gaan. De verschillende gekozen toevoegings=

" volgorden leiden dan tot verschillende equidistante Newton-formules.
Kijken we nu naar de gedeelde differenties. De berekening hiervan
vergt steeds een deling door een veelvoud van h. dmdat h constant is
" (en delen met de hand onplezierig) stellen we deze deling liever uit.
In plaats van gedeelde differenties gebruiken we daarom in het eqnl-

dlstante geval steeds dlfferenﬁles.

(15.3) Definitie voorwaartse differenties.

eerste differentie: Af. = Cof f - T,
. i def +1 i

(Iets duidelijker zou zijn de notatie (Af)i, maar deze

haken worden gewoonlijk weggelaten.)

' . s 2, _ . -
tveede differentie: A fi = e Afi+1 - Afi =
Tiop = B v 53

. . k., _ ke ke
kede Qlfferentle s A fi = 36f A fi+1 - A fi

Volledigheidshalve moeten we ook defini&ren de nulde differentie

0, _
b1, = def Tye




T0

“Als duidelijk is welke functie bedoeld wordt, laat men ook vaek het
functie-symbool £ weg en schrijft A Aki s €NZo
Blijkbaar geldt nu: '

(150)4) f [xig Xi+1j = (Afi)/ho ~
En voor de k-de differenties (k > 0) geldt:

' .k .k
(15.5) £ [xg5 000y xg,,] = (8 £,)/(x8 1%)s

'Dit laatste bewijzen we door inductie naar k. Het geldt blijkbaar
voor k = 0 en voor k = 1 (zie formule 15.4)., Nemen we nu aan dat

formule (15.5) geldt voor k-1, dan hebben we voor k:

- £ [Xi+1g coag ‘f'k] - T [X 9 o902y l+k ‘3]

14k : X. - X,
i+k i

b EXQ voo0g Hs

(&5Te. /(0 - 1)3 k‘)-(zx"f)/((k-m )

+1 N A
i = _ = (87°£,)/ (k! 1),

waarmee de formule bewezen is.
Nu gean we een equidistante Newton-formule opstellen, waarbij de basise
punten worden toegevoegd in de natuurlijke volgorde:
Xgs Xys coos (dus k=0enl=n-1), We hebben dan:
m (x) = (x * X, ) coo (X = X, ;) =plp - 1) wee (p=k+ 1) BN en

s Nl
(15.6) | fn(xo + ph) = kzo £ [:xo9 PPN xkj 'n'k(x) =
n-1 Akf
§ | p(p “ 1) ooo (p = k + 1) 15,
=0 kin®

Definiéren we de binomiaalco&ffici&nt ( i ) voor k geheel > 0 en

p willekeurig:

(15.7) (P)=ger 2p=1) e dpo ks )

Voor k 0 hebben we te maken met lege producten , dle altijd 1 zijn,
zodat dus ( p ) =
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Als p geheel > 0 is kunnen we teller en noemer vermenlgvuldlgen met

(p - k) en krijgen we de compacte formule'

noy _ n}
(15:8) twmmeoor o
Formule (15.6) krijgt dan de gedaante -
N1

(15.9) fn(xo + ph) = kzo ( k } A, _ 

_ p(p=1) ,2 p(p=1) oo (p-n+2) n-1 .
= fo +p Afo + 5 A fo + o00 F N R fo

Dit is de vecorwesrtse formuie van Newton van de orde n.

~{n)

De restterm luidt, mits f

bestaat:

. (n)
. Rn(?) = Rn(xo + ph) = z";fiél nn(x) = ( ﬁ ) nt f(n)(i)D waarbij

min (xo9 x) < £ < max (x _1° X)‘ ' -

‘Hier wordt duidelijk, waarom deze formule "van de orde n" heet, Als
h naar nul gaat, gaat de restterm evenredig met h naar nul, m.a.w. -
de restterm is van de orde h'. '

Dit wordt wel genoteerd met het symbool O:

Rn(x + ph)

"R (x, + ph) = o(1"), duwez. lim

~ bestaat en is ongelijk
h+0 h o

, aan O.
Evenzo duidt het symbool o aan, dat de limiet nul is.

16, Funéties9 functionalen en operatoren

In de inleiding hebben we gesproken over functies en in de eerste
plaats vermeld functies met re8el argument en re€le waarde. De verza-
meling van deze functles hebben we aangeduld met R + R, waarbij R de
verzamellng der reéle getallen voorstelt We gaan nu ook andere SO0 =

ten functles beschouweno




T2

(16.1) Definitie: Een functionaal is een functie, waarvan het argument

tot de verzameling R + R behoort en de functie-waarde een redel getal
ise '
De verzameling der functionalen duiden we aan met (R - R) + R,

Voorbeelden ven functionalens

1) bepaalde integraal Ia b (a en b vast) gedefini8erd doors:

?
b , b
I, b(f) = [ f(x) dx (of kortweg asangeduid met I £).
9 a a
o b .
De functie £ is srgument en het reélevgetal I f(x) dx is waarde
van de functionaal I e &
. " “a,
2) de functionaal m gedefini&erd door:

n(f) = max | £(x) |,

Cox20 |
‘Deze functionaal voegt aan iedere begrensde reéle functie;een
reéel getal toe, '

3) dé evaluator e, (x vast) gedefini8erd door:

e (£) = £(x).
Deze functionaal voegt aan iedere re&le functie £, die x in zijn
domein heeft, het redle getal f(x) toe.

(16.2) Definitie: Een operator is een functie, waarvan argument en
waarde beide tot de verzameling R + R behoren.
De verzameling der operatoren duiden we aan met (R + R) + (R + R).

Voorbeelden van opersatoren:

1) de differentiatie-operator D, die aan'elke différentiéerbare functie
f toevoegt de afgeleide functie f', gedefini&erd door:

d £(x)
dx

Notaties f£' = D(f) of ook Df en voor de waarde van f' in x:

d f(x)
oodx

£9(x) =

-]

£i(x) = = (Df)(x),

2) de voorwaartse differentie operator A, die, bij gegeven h, aan een
functie £ toevoegt de functie Af, gedefini@erd door:

&
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(o) (x) = £{x + h) = £(x). |
Als index i de weaarde in het punt X, aanduidt, hebben we
(vgle 15.3)3 ‘

Afi = (Af)i = f(xi 4 h) - f(xi) = fi+1 - fi°

" 3) De schuif-operator E, gedefiniBerd door:

Ef(x) = f(x + h), dus Ef; = £, 40

16,3 Compositie en machten van operatoren.

De compositie of het product van twee operatoren A en B wordt verkre-

gen door ze achter elkaar ult te voeren:
(aB)(£) = . A(B(:)),

Vaak laten we haken weg en schrijven AB(f) of ABf,
Bij k gelijke operatoren spreken we van de k-de macht van een operator,:

die we gewoon met exponent k aanduidens:

A2=AA,Ak=Aoovo
[ . e

e

k stuks

Exponen£ nul, "nul keer de operator toepassen”, beduidt altijd de
identieke operator I, die san iedere f toévoegt f zelf, Dus '

A° = I, oftewvel Ao(f) = I(f)‘= £, Voor de identieke operator schrijft
men vaak 1. ' ' ‘

Voorbeelden van compositie van operatoren:

Dk(f) = f(k) , de k-de é.fgeleide9 of voor de waarde in x:

() (x) = £ ().

2 = A(Af) , of voor de wasrde in x:

2%8(x) = Af(x + h) = Af(x) = £(x + 2h) = 2f(x + b) + £(x).

_ &5 £ = a(a -1f), of voor de waarde in xi(vglo 15.3) ¢

K o _ .k oy o ooy ke _ kel kel
£ £, = (& f)i = B(A -vf)i = A £f.. . = A f.o
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Machtreeksen van operatoren

Men kan éen operator vask in een machtreeks ontwikkelen, die met de
operator equivalent isg‘als het argument van de oberator een poly-l
noom is. Deze machtreeksen lijken vaak op machtreeksen ven gewone
functies en zijn daardoor een geschikt hulpmiddel om formules te oni=
houden. Hier volgt een enkel voorbeeld, De Taylor-ontwikkeling van |
£(x + h) in het punt x (die o.a. voor polynomen exact ié) kan als yolgt

worden geschrevens.

8

k

B o¥ £(x) = (exp (8D)£)(x)e

Ef(x) = f(x + h) = =T

1~

k=0

Moa.Wo. de schuifoperator E kan worden geschreven als:

@ ik
E = exp (hD) = ) =D
k=0 =°

1T, De differentie~operatoren

Behalve voorwaartse differenties, worden ook achterwaartse en centrale
differenties gebruikt. Ze kunnen alle worden uitgedrukt in de schuife-

operator E gedefiniBerd door
(17.1) Ef{x) = £(x + h),

Dus 4f(x) = f(x + h) = £(x) = (E = I) £(x).
Dit wordt kortweg uitgedrukt door de formule

{17.2) . A=E = I,

Voor de machten van E geldt:

X £(x) = £{x + kh)o

Als k geheel > 0, volgt dit uit de definitie in (16.3), maar we

gebruiken de:formule ock voor negatieve of niet gehele exponent p.
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Hiervoor moeten we dus defini&ren: : ' o SRR

(17.3) CEP £(x) = £(x + ph) , D willekeurig.

De achterwaartse differentie  wordt éedefinigerd door: .

a
(?Tol‘) V=1«E 5

doWoZo ve(x) = £f(x) = £f(x = h),

of voor de waarde in het punt xg ¢

Vf, = f, = £, .o
1 1 11

- En de centrale differentie § wordt gedefiniZerd door

hi 1
(17.5) 8=E -EF
deWozo or(x) = 2(x + B) - 2(x - D),
ofwgl 5fi¢% = fi+1 - fi” | : IR
2 .
= B @ ° = ° L ° % a G
&ty 6f1+% v Sfln% ' f1+1_ 2?1 E
(17.4) Relatie tussen A, V en 6
Uit het bovenstaande volgts
, .
A=YVE=§E®
ofwel: Afi = Vfi+1 = 615."'% = fi+1 o fio .

Moa.w, de drie soorten differenties zijn slechts verschillende namen
voor dezelfde getallen, Uitgeschreven krijgen wecde volgende schema's,
waarin elke differentie gelijk is aan de links-onder-staande minus de

links-boven=staande.
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Voorweartse differenties Achterwaartse

Centrale differenties
differenties
f2 fo . | 2= it
A-e 6-3/2 533/2 | Vi
-1 5 = ,531 | ta Vg_
8.1 Afa S_1/2 6.3.1/2 Y
% 5 % Gg %o Y
b 331 Sy 5?/2' | Y
t Ag £ o | £, | Vg
b Ag | 832 6g/a I
2 8 P 62 %
b ]
=
5

18, De vier equidistante Newton-interpolatie-formules

We zagen reeds, dat toevoeging der basispunten in de natuurlijke volg-

orde Xge Xqs ooy X1 leidt tot de voorwaartse'formule van Newton

ni"] P(P“"1 ) 000 (p‘k+1 )

(18.1) 22 ZO {2 ) o¥ £,
° k=

* =
f (xo + ph)

met restterm R (x + ph) = ( p ) n® f(n)(E)o
Deze formule wordt gebrulkt voor interpolatie aan het begin van een

tabelo Zij is gemakkellgk te onthouden door vergelijking met de macht-

reeks @ X
(1+x)P= 7 ( i ) X o
. k=0
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Laten we in (18.1) n near © gaan, dan convergeert de reeks meestal
nist naar f‘(x0 + ph), maar wel als f een polynoom is. Dan kfijgen we .
w0

P, _ = Py iK1 p
P £(x, + ph) kgo () 87y =T+ 8)%.

Of in operator-taal: | ; .

<«
» oo k
B=(r+a)P= (P45
k=0
Dit laatste hadden we formeel meteen kunnen afleiden uit (17.2).
" Nu gaan we de basispunten toevoegen in de tegen-natuurlijke
volgorde: Xgs X_q3 0eay Xin (dﬁs nu geldt voor de range der indices

k=1-nenl=0), Indit geval gebruiken ve het achterwaartse

differentie-schema en krijgen de achterwaartse formule van Newton

n

°>:-’1 p;(p-:-‘l) coo (ptk=1) kao ='

ki

(18.2) f“(xo + ph)
| . k=0 |

e
: - k k.

!

Deze formule wordt gebruikt aan het eind van een tabel, Om deze te

onthouden gaan we uit van (17.4) die onmiddellijk levert:

E““:I"vo

Dus £(xy + pn) = Py = (87)Pe = (1 - V) Pg = kgo ( P-nF v,
welke relatie geldt voor polynomen f.

Voor interpolatie in het midden van een tabel gebruiken we liever
o 1 ligt. Wij beschou=
wen de toevoegingsvolgorde X0 X1 X_15 X59 X 59 0o o
Den geldt als n oneven is: k= (1 = n)/2 , 1= (n = 1)/2

en als n even is: k=1 ~n/2 , 1 =n/2,

een formule, waar x,. ongeveer midden tussen kk en x

De formule die ontstaat heet de voorwsarts centrale formule van Newton

of ook voorwaartse formule van Gauss:
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* - Dy oDy 2., P+ 3.
(18,3) f(xo+_ph)-f’o+(1)5%"'(2)604'(43 )6%-

p+i L
'+'( h ) 60+ @09 o
De coéfficiént van Sgl is ( p;;-1 ), de co&fficisnt van 6§l+1'is
¢y pti - ‘
- 2i+1 )e

' De restterm voor n maal differentieerbare £ luidt:

( pj+ (n;'ﬁ) "%“ 2.) hnl f(n)(g‘)l‘:

Tenslotte beschouwen we de toevoegingsvolgorde
xog .'Jc'u-‘li x1g x~29 X29 000 o .

(1=n)/2, 1=(a-1)/2
—n/29 ‘ 1 n/2 o 10
Dit leidt tot de schterwsapts centrale formule van Newton of ook

Dan geldt véor oneven ns k

en voor even n: k

achterweartse formule van Gauss:

(18:4) . f'ﬁ’(xo + ph) = £,

S EPIRIL SR I E SN

+(f)sg+°“’o

De co&ffici&nt van'éil isnu (P Zil ) en de coBffici&nt van 62}+1 is
(2o ) ’
21i+%1 ° +n ° 2 n (n)

De restterm luidt nu: ( P Te9Y)n £7(E).

n

'
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Opgaven

L49) Bewijs de formules:
'k . .
M= Y (Bt
J oi=0 *

jokei ?

k o,
k., _ v k i
v, iio ( : V(=) fj“i.

50) Bereken het differentie-scheme van de tabel, gegeven in opgave UT,
totdat de differenties verwaarloosbaer worden. } '
‘Bereken vervolgens hieruit met een geschikte Newton-formule exp(x)
voor x = 0,01, 0.05, 0.09531 en voor x = 0,95, 0.99 en 0.90469. "

51) Bereken het differentie-schema van de tabel in opgave L8, totdat de
differenties verwaarloosbasr worden. '
Bereken hieruit met Newton-interpolatie f(x) voor x = 18,1, 18,01,

18.88, 19.9 en 19.925,
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19, Gesymmetriéeerde centrale interpolatie-Fformules

- De centrale formules van Newton zijn niet helemaal symmetrisch. Voore
dat we symmetrische formules gaan afleiden voeren we in de gemiddélde.n

- operator ¥, gedefiniéerd door:

(19.1) . )

of in operator=teals u = %-(E

De formule van Stirling

Nemen we nu het gemiddelde ven de voorwaartse en achterwaartse Gausse

formules (18.3 en 18.4), dan ontstaat de formule van Stirlings

8%, . .,'._ . . ) 2 3 .
(1902) Fy ‘*o.* ph) = :0,+ pust, + Sa(p)so + SS(P)HGQ‘+.ooo,w

. o prie1y L paic
Waarle_sei(P)j (Fpi o7 demSy(p) = (0 07 )

Deze formule is symmetrisch rond x = Xy dus p = 0O,

- De formule van Bessel

- Een veel belangrijker formule, die symmetrisch is rond x = (xb + xi)/29
dus p = 3, ontstaat als we het gemiddelde nemen van de voorwaartse
Gauss-formule (18.3) en de verschoven achterwaartse Gauss-formule star-
tend in Xy waar dus de punten worden toegevoegd in de volgorde:

xig xogxagxm,gg X33 2_29 th xmsg »00v0 -]
De verschoven achterwaartse Gauss ziet er dus zo uit:
=3 ) - 3% . - p = ] )] 2 A P 3
£(x, + ph) = f (x, + (p=1)n) =f, 0+ (%] )5% * 506+ (3 )a% +
P+ h
+ { 5 )<S,g + coo o

. a2 S oo ‘zia p+i°’=1 . a 2i'§'1'h P+in
De coé€fficiént van § ';s ( o3 ) en die van 6%‘ is ( 21 + 1

1 il

Het gemiddelde van deze en (18.3) levert de formule van Bessels
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) ﬁ‘ . * .. 1 | .' 2 2 . k’ ,3
(1903) £ (xy + ph) = wfy + (p -'5)5%f+ B,(8, + &) + By & +

56k . o . (2 ep S
% Bh(60 * §1) 4 000 -‘fo +p 6% + Be(§o + 61) f.BB 6% * 000 0

De Besselco&fficilnten B; = B.(p) zijn dus:
' " __ P + iwt . _p o= p + 11
(1901‘) Bai(p) = ( ) 21+-‘ (p) 21 + 1 ( : 21 ) =

@JJBm@n

21 +
Vanwege de symmetrie in p = § voldoen zma ‘aan de symmetrle-rela.t:.es°

(1905) B ‘(1 b P) = B -(P)a 2°+1(1 ‘.P) bl B2 +1(P)°

De Besselcoéfficilnten Bi zijn getabelleera in "Interpclatlon & Allied
'Tables"Eﬂ Wegens de relaties (19 5)- hoeven zij, om. het 1nterval

[b 1] te bestrijken, slechts getabelleerd te zijn voor. 0 <:p < 3o

Nu iets over de Restterm van Bessel's formule,

Als de orde n even is (n = 21 zeg)g zijn zowel de vopfwaartse Gauss als
de verschoven achterwaartse'Gauss»formule gebaseerd op de basispunten

%53 § = 1 =n/2 (1) n/2=1=1(1) 1
De even orde Bessel-formule is dus ook op deze punten gebaseerd.

(21)

De restterm 1uidt, mits kS besﬁaat en contlnu is in het interval,

dat ‘alle basxspunten en het punt X ‘bevat°
21

(21) (21)
(6 ) + £ (6 )
+1lat 2
(P70 n N .2¢

(1906)T Rzl(X) &=

21 (21)(€> = OB thf(Ql)(E)o

w(PFL-1 551

o1 )h
Hierbij wordt gebruikt de middelwaardéustel,ling9 toegepast op de continue
2l-de afgeleide van f en £ ligt weer in het'bovengeﬁoemde interval,
Als de orde n oneven is (n = 21 + 1 zeg) zijn de gebruikte basispunten

s JoB =l (1) 1+ 1, waarbij evenwel de- bultenste punten ieder slechts
in een der betreffende Gauss-formules gebruikt wordeno De oneven Bessel-

formule is dus geen interpolatie-formule in de boven gedef;nméerde zin
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{zie sectle 5)9 wat overigens aan haar prakmlsche brulkbaarheld _
nlets afdoeto De: restterm heeft evenwel 1n dit- geval een fets minder

prettige vorms -

| (19a?) :  321+1(g) =*h??+1 ( 2§ % y .(21+1)(€ ) +

p+la=1 ) f(21+1)(£ )

* (%1 51

De formule van Everett

In de formule van Bessel kunnen alle oneven dlfferentles weggewerkt

worden door toepessing van de relaties

Hierdoor ontstaat de formule van Everett:

ot ) i 2 2 4 N
(19.8) ¢ (xo_+ ph) = (1 = p)fo +p L+ E2 60 + F26 ﬁ 1 E 50 +F) 61 + 000y

waarbij voor de Everett~¢oeff1c1enten E,; = E, (p) en = ng(p) geldt:

21 2°
+°m‘i-
P+ ):

(19:9) Bpy = Bpg = Bpjuq == (o5 47 )o Fpy = By

. Vanwege de symmetrie in p = 3 voldoen deze ean de symmetrie-relatie:

(19010) Eai(1°p) = Fai(p)o
De Everett=coéfficiénten zijn getabelleerd in Eﬁo

Gebruik in de praktijk

In de praktijk van het rekenen met'fafelmmachines worden de formules van
Bessel en Everett vaak gebruikt.

De formule van Everett vereist iets minder werk dan die van Bessel., Is echter
~de laatste dlfzerentle, die in rekening gebracht moet worden van even orde
(dus de formule van oneven orde), dan kan- men gebrulken de Everettnformula
met een Besselterm, Blgvoorbeeld als 5=de orde formule krlagt men dans

2 2
£(xy + ph)gg (1=p)f0 *p.fy +E, 80 +F, 8 + Bh(Go + 51 Yo

&
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Oggaven

52) Bewijs de symmetrleurelatles (19 5) en (19 10) dlrekt uit de T
formules (19.4) resp. (19 9) A

53) Bereken de waerden Bk{OQS) voor k' = 2(1)7 én schrijf de zo verkre-

gen middenpunt-formule van Béssel uito

) 54} Zoek voor k = 2, 3, 4 de waarde p van p in he‘c 1n’cervalﬁ) 1],

waar de Newton=coeff1c1enten (P) én de Bessel-co&ffici&nten B (p) _

hun grootste absolute waarde berelken en bereken ook de blgbeho- :
" rende waesrden ( m) en B (p Yo

55) Zij gegeven de volgende tabel van £(x) = sin (mx/180):

X sin (wx/180)
28 L69LkT2

31 +515038

33 - o5kL639

37 .601815

Bepaal £(30) met o, 3, bepunts Lagrange,
met opeenvolgende Newtpnubenader_ingen9

met de herhsalde linesire interpolatie volgens Aitken,

56) Bepeal met behulp van gedeelde differenties het 3%-graads polynocm £,

dat voldoet aan

£(0) = £'(0) = L,

£(1) = £9(1) = 10,

B
il

Ea S S LR L
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- 57) 2ij gegeven de volgende tabel van £(x) = sin (x)3

X ... sin (x)
50 Jh7ok3
R
o9 . 278333

1.3 .8o121

1.3 .96356

1.5 | 299749

1.7 A 299166

Bereken benaderde waarden_f(x)'met een geschikte Newton-formule .

voor x = o5(05)eT en 1.5(c05)1.7, en vervolgens met Bessel’s
formule voor x = o9(.05)1.1,

Erratun

pagine T8 formule (18.4) (E)Sg moet zijn (P Z 2)630
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20, Het gedrag van de differenties

Beschoﬁw een gegeven functie £, die voldoende vaakgdifferentieerbaar
is, en een equidistante interpolatiemformﬁle van de orde n.

Als het tabelinterval h zo klein is, dat de n=de afgeleide &an £
nagenoeg constant is, geeft de laatst in rekeﬁing gebrachte Newtone-
term een goed idee van de bereikte precisie (zie po 66) .

-Zowel de restterm Rn(x) als de n-de differentie zijn van de orde hn,
-~ doWoZo dat 2ij na deling door 1" als limiet een getal # O opleveren
(vgle formule 15,5 en de in secties 15, 18 en 19 vermelde restterm-
" formules), Bov. geldt voor de Bessel-formule van orde n (als we p
vast houden):

R_{x,. + ph)’ &%¢
(20,1)  1im =Bl = 2B f(n)(xo)' = 2B (p)lim ==l , .
‘ T B 27 pe0 P

Hieruit volgt, dat voor voldoende vaak differentieerbare f en voldoen=-
de kleine h de diffcrenties van de orde < n in absolute waarde steeds
kleiner worden., De hogere orde differenties gaan, evenals de hogere
aefgeleiden van f, meestal weer toenemen. Dit gebeurt alleen niet bij
zeer teamme functies, in de analyse bekend als “gehele analytische
functies", dat zijn functies die als machireeks met oneindige convers=
gentie=straal voorstelbaar zijn (b.ve eicp9 cos en natuurlijk de poly=
nomen)o

Als we de orde van een interpolatie~formule naar oneindig laten gaan
krijgen we dan ook meestal geen convergente reeks, tenzij voor de
bovengenoemde tamme functies. De praktische bruikbaarheid ligt bij een
geschikt gekozen orde en tabel-interval, beide afhankelijk van de ge~
wenste nauvkeurigheid, |

Invioed van afrondingsfouten

In de praktijk hebben we gewoonlijk te maken met een (getabelleerde)
functie f;, die de som is van een nette, vask differentieerbare,

functie £{x) en een zich allerminst netjes gedragende storing e(x).
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8 .. | ’ .' o = n; 4' I3 Q
Dus | | fT(xl) f(xz) e(xl) o
Alsrde storing e(x) alleen door - afronding van het eindresultaat onte
staet is zij in absolute waarde < de helft van de laatsbe getabelleerde
cenheid (b.v. voor-een tabel in 6 decimalen: {e(x)| < «6)o -

)
= °710
Vask wordt de storing €(x) mede veroorzasekt door andere effecten, zo-

els afronding van tussen-resultaten, in welk geval de bovengrens voor

€ iets hoger uitvalt, .

Bekijken we nu het differentie~schema van de storlngsfunctle e{x). Het
meest ongunstige beeld ontstaat, als de storingen e(xi) VOOor opeenvole
gende waarden van i alternerend van teken en gelijk in absolute waarde
zijno Houden we het op de bovengenoemde grens van 0.5 maal de laatste
getabelleerde eenheid, dan ziet dit ongunstige beeld er zo uit:

e 5 & 8
+.5
. y | .
=05 +2 SRR o
+1 -
+55 w2 +8 -
-1 o+
=05 +2
' +1
+05

Kortom, als de storing €{x) ultslultend ontstaat door afrondlng der

functiewaarden, geldt°

(2002) 16 511 2 2k,1 X de laatste getabelleerde eenheid..

Omdat de dlfferentzemoperator een lineaire operator 159 geldt voor de
differenties van de getabelleerde functle £

(20,3)

T
k.
€,

_ ik
fT -'6 f+8
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Het totale beeld komt er dus zo uit te ziens

w

' 3

W
P

"0 1 2

k —>
Interpoleren zal dus, bij gegeven tebelinterval en tabel=precisie,
. het beste resultaat opleveren voor een orde k, Waarbij 6k £ en dk €

ongeveer even groot zijn.

De blunder ) . o

‘Een fout in een enkele getabelleerde functie=wasrde is san het
differentie-schema vrij gemakkelijk te onderkennen en zelfs te corri-
geren. Beschouwen we hiertoe het differentie-schema van de blunders

functie b(x), die 1 is in het punt xo'en overal elders O:

o e L
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b 8 82

0 0 0 1
0 0 1

0 0 1 -6
0 1 =5

0 1 _ "=l 5
B -3 R T

1 2 6 0

’ =1 : ‘ 3 a0 |

I s

o s

0o 0 R T 6
o o 1

o o o

De kede differentie van de blunder b(x) blijkt, op teken ha, een
binomisal-cofficidnt te zijn; inr'formule (vgl. opgave 49):

. . k P 1 k
(2004) Vb = (1 (50

Het optreden van eeh fout uit zich dus in een plaatsélijk toenemen
van de ke=de differentie. Is k zo groot, dat de differentie elders .
verwaarloosbasr wordt, dan zit de fout in het midden van de bult en
- wordt de correctie het nauwkeurlgst berekend uit de topwaarde ge-
deeld door de betreffende blnamlaalucoefflclento
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Voofbeeld.,

x () s s

Ce sasnu o
: - 806

1 T 62h50 C . i . =10
l' , 785 PP o
64031 S L =9
S 776 PR
gu80T S L w36
' o S Tho SRR o
B L ebs
o . o 785 R
66332 : S : =35
: : S 750 - : ST
: 67082 T R o o
S 67832 o R =5 1
éstr . =ho
: 705 :
69282 _ o : +13
T8 o P
T0000 P el
| S me
TOT11 ' I ' w8
; 703 S ,
Tk ‘ ) S =b
| 697 g

OV ® I G W\ o W N

(VA N -3 (@]

72111

-
£

f(S) is fout en méet zijn 6557h wat wijst op verwlsselzng van 2 cmafer3°
£(8) is fout en moet zijn 67824 of 67823 (weer verwmsselmng van 2
cijfers?); tenslotte zit er nog een fout in £(9).
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Oggaven

58) Doe opgaven 39, 4T en 48 nu met de formule van Bessel of die van
Everetto ' '

59) Enige ven de volgende 20 opeenvolgende waarden, horende bij
' equidistante srgumenten, zijn incorrect wegens typische overschrijfe
fouten, ‘ - ' '

Localiseer en corrigeer deze.-

17278 48818 - 79779 . 112630

23424 54440 86249 - 119398
29585 60723 - 92752 126246
35764 - 6Tok 199318 - 133180

bigek - - 73398 105937 140206
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21, He' g-drag van de interpolatie=co8fficiénten

We gullen nu vergelijken het gedrag van de co@fficignten,vén ae VoOr=
waartse Newtoneformule en een centrale,formulé9 nl. Bessel. Hiertoe
berekenen wij de maximale'absolute waarde dezer co€fficiénten in het’
interval 0 £ p £ 1 voor orde £ 6 wat wij vinden door als Ppax €62
nulpunt van de afgeleide te nemen (vgle opgave 54),

We krijgen dan hetkvolgende tabelletjes

H
i

orde k Prax !(i)lma$. | Puax ',lkamax l #{max A :
' ~ zodat term < .5 .

| 2500 12500 || o500 . | .06250 || &

3 || k23 06415 || o211 & | .00802 60.

L Lo | 2789 - |
»382 204167 2500 01172 20
0356 . 203026 0219 & .;00087 : 500

3 781 | o

6 1l 2337 202347 o500 | c002Lk 100

Men ziet, dat de Bessel&coéfficiéntgn_igel sneller afnemen~dan‘dé
coéfficiénten van de voorvaartse Newtcii9 waarbij echter bédacht moet
worden, dat de even orde Bessel»co@ff1¢i§nten vermepmgvuldlgd worden
met de som van twee dlfferentleso : o
De lastste kolom geeft het maximum voor’]& I, waarvoor de. kmde Besselu .
‘term een verwaarloosbare bijdrage < 0. S X laatste eenheid 1everto

(zie ook [3] pags 56). _
Omdat de co€fficinten van centrale fbrmules veel sneller afnemen. dan
die van de voorwasartse en achterwaartse formules, gebruikt men in de :
praktijk altijd een centrale formule (gewoonlmak Bessel of Everett), N

tenz;a dit onmogelijk 1s {aan het begln of eind van een tabel)o




92
ggmerking

-Het komt nogel eens voor, dat een functieawaarde_fp =‘f(x0 + ph)
berekend moet worden voor een waarde van p, waarvoor de betreffende
interpolatie=co&fficidnten (van Bessel, Everett en'Lagrange) niet
getabelleerd zijn. Men kan dan het beste de functie berekenen voor

3 naburige getabelleerde waarden van p. Bereken van deze fijnere
tabel de eerste en tweede differenties. Meestal zal de tweede diffe=
rentie verwaarlcosbaar ( < 4 eenheden) zijn, zodat fp kan worden '
verkregen door lineaire interpolatie in de fijnere tabel,

Bvo: stel dat men een tabel van Bessel-co&ffici&nten heeft voor

p =.0(:,01)1,00 en men moet intérpoleren voor p = 3333,

Bereken dan'fp voor p = 33, o34 en 035°_Ais de tweede differentig

< 4 eenheden is, verkrijgt men fp door lineair te interpoleren tuse
sen o33 en o3k, Is de tweede differentie niet verwaarloosbaar, dan
berekene men nog fp voor p = .32, kijk of de derde differentie ver-

waarloosbaar is, enz,

22, Throwback, het terugwerpen van een differentie op een van lagere

orde ~

Deze truc van Comrie stelt ons in staat, met vrijwel dezelfde hoeveel=
heid rekenwerk en schijnbaar dezelfde interpolatie~formule een veel
hogere precisie te halen., Nemen we in de Fformule van Bessel de termen

nmet tweede en vierde differenties samen, dan hebben wij¢

]

1 /Dys a2 2 T ptly, B b
(2201) 5 (5)(65 +.87) + 5 (%) 6y + 8)

S22 g R S
=B,( 4+ ﬂ+=§é§(p+1)(p~2)(60+6)20
In-het interval 0 < p < 1 verandert de factor == 12 (p + 1}(p = 2) maar

welinig. (meximum = m-g’voor o) -«% s minimum = - Z voor p = Oen 1)

&
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7 Vervangen we deze féctor door een geschikte constante C, dan kunnen
we op deze menier de v1erde orde term grotendeels verdlscontereno
In plaats van (22.1) nemen we dus
b 2 b,
, 32(50 +C & +€6ﬂ + C 8,3)9
waérbij we de volgende fout maken in de co8ffici&nt van de vierde

differentiess B
1 } by

We kiezen C zo, dat deze fout extremen van wzsselend teken en gellake o

absolute waarde heeft en krijgen dan als beste waarde

(22.2) | C=a = % woﬂsh;

De fout in de vxerde orde term is dan 50 meal zo kleln als de v1erde :
orde term zelf9 dus verwaarloosbaar9 als 8 < 1000, ‘

We modificeren nu de tweede differenties als volgts

: v ' 2 L2 ¥ L
(2203) 60 bl 85. - 01}81‘ 6i

e (1 =0,1)

en krijgen dan de volgende gewijzigde Bessel-formule
(22;h) f(x + ph) 4 o+ P 8y + B, (6 + 6 ) + By 63 63
 Vérvangen we nu ook 6? door de overeenkomotlge 62 o wat mag als 62
verwaarloosbaar 1s9 maar anders mees tal ook geen kwaad kan, dan

krlggen we de volgende gewzazxgde Everett=formule°

2 2 '
-] + [+

Deze formule mag werden gebrulkt als Sh < 1000 en 65 < 500,

Het hier geschetste procédé heet “terugwerpen van de vierde differenw

ties op de tweede differenties”,

 Het idee kan worden uitgebreid tot tefﬁéwerpen ven hogere differenties
op de tweede of op de tweede en V1erde dlfferentles9 enz. Voor blazonm
derheden, zie [3] pag. 57" )
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Sormige tabellen geven nesst de functie-wearden bck de gemodificéexde :
. tweede en vierde differenties. In deze tabellen kan men direkt de be=
treffende‘Everettnformule'gebruikeno Worden gewijzigde differenties
opgegeven, dan mag men hiermee natuurlijk ﬁiéﬁ hogere differenties
makeno ’ |

Voorbeeld , tabel van sin (w7x/180) ia 5 decimalen.

x  sia (ux/180) & g 62
0 »00000 0 o 0
15 25882 =1764 121 -1786
30  ,50000 ~3507 231 <3450
k5 oTOT11 L4819 320 4880
60 | .B6603  -5902 k02 =5976
15 ' 296593 6583 . 450 <6666

90 1,00000 =681  Lé62 ~6899

Opmerking

 Throwback leidt tot formules, die niet voldoen aan de definitie van
interpolatie in sectie 5., De gewijzigde formules stemmen nog wel

mgt f overeen in de basispunten Xy en x,, maar niet meer in de andere
gebruikte besispunten. Om het onderste uit deken te krijgen ken men
het idee van exacte overecenstemming geheel loslaten en zoeken neaar
een zo.gono 'gefconomiseerd” polynoom, dat in een zeker interval zo
win mogelijk ven de gegeven functie afwijkt.

Zie by, Ei] peg. 60, weer de codfficinten van geBconomiseerde poly=
ﬁamen zijn uitgedrukt ih differenties,
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Hoofdstuk 3, Numeriek differentifren en integreren

0. Inleiding

Afgelezden en bepaslde 1ntegralen zijn samen te vatten onder het be=
grlp funetionaal. Zoals we in het vorige hoofdstuk gectie 169 gezmen
hebben is een functzonaal een functleD wasrven het argument een reéle’
functie (behorend tot de verzameling R e R) en de funcﬁleuwaarde een
reeel getal is, De bepaalde 1ntegraal f is de funct:.onaal9 die aan
elke op [§3b1 integreerbare reéle funct;e f toevoegt het reele getal i
f f(x) dx (kortweg geschreven als f £, mits duldellgk 18 wat de .
lntegratzeuvarlabele is). De k=de afgelelde in het. punt a; aangeduzd
als Dk » is de f‘unctlonaal9 die aan elke k maal dszeﬁentleerbare :

vreele functze £ toevoegt het redle getal D (£) = ( mwj; f(x))

£)(a). - &
"~ Voor k = 0 is dit de evaluator e s die de wearde ven f levert in het
punt a3 ' ' | ”

e () = Dz(f)’m £(a),

Al deze funet;onalen hebben de prettige eigenschep ven lineariteit,
doWoZo? ‘ ' 4 '

(0,1) Defznztmeo Een functmonaal p is lineair, als voor elke f en g
ult het domein van p en voor elke redle v'en'S geldt:

plaf + 8g) = ap(£) + Bp(e).
Anders gezegd, p is lineair als voor elke f'en g uit zijn domein:
p(f + g) = p(f) + p(g)

en bovendien voor elke refle a

-

p(af) (f)o4 .

De tweede formulering;is equivalent mét de eerste. De analyse leert,
dat zowel (bepaalde) integraal, als differenti&ren lineaire functionalen
zijn, ia formules o ’ ‘
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*b ‘ b b
, [ af(x) + Bg(x) dx = a f £(x) dx + 8 f glx) dx,
a : a a ) ‘
%;*(af(#).+ Bg(x)) = o dgix) . 9§§§i o

Voor het berekenen van een benaderde waarde van p(f) gasn we uit van
een interpolatie~formule voor f£. Deze heeft, zoals we in het vorige
hoofdstuk steeds gezien hebben, de gedaantes

-
flx) = nzo éj Gj(x) + Rn(x)

€0

t
1

~ wearbi] &; van T, maar niet van x afhangen en Gj functies van x
onafhankelijk van f zijn. '

Voor een lineaire functicneal p hebben we dan:

D=
plf) = )

Y

a, p(G:) + p(R ).
jeo 44 n
MoaoWo uit een interpolatie=formule voor f wordt een benaderde waarde
van p(f) verkregen, door de functionaal p op de basis-functies toe te
passen en daarvan de betreffende lineasire combinatie te berekenen. Dit
prinéipe gaan we nu toepassen voor het berekenen van afgeleiden en

bepealde integralen,

1. Numeriek differenti€ren

In tegenstelling tot analyse is in de numerieke analyse het differgntién
ren moeilijkér dan het integreren. We zullen hier alleen equidistante
formulee beschouwen. Voor het ber;iken van voldoende precisie is ener-
zijds een kledin tabeslinterval h nodig. Anderzijds vallen bij kleiner
wordende h steeds meer cijfers’weg en worden de afrondingsfouten met

een factor §=vermenigvulqigdo In de prektijk tracht men dan ook numerie=
ke differentiatie te vermijden, De formules kunnen echter goed bruikbsaar
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zijn in iteratieve processen. Bij vdoébeeld Xan wmen numerieké diffew
rentiatie=formules gebruiken om formules af te leiden voor het oplossen
van dmfferentiaalmvergelljkzngeno We zullen au enzge formules opstellena

Resttermpbeschouwmngen laten we achmerwegeb omdat de. fout veel meer.
wordm bepasld door het wegvallen van czaferso : ' '

~‘B_g.fﬂar{meowwaar*bseMdifi" rentiastie=formules

. Gaan we ult van de voorwaartse formmle van New*tane dan krlagen we, als
X @ Xy + phs ’ ' C

‘df(,@n *Ph)m.
dp - L S o
.2
aflx) 1 . ,2 3, 6p° m18p+ 11 b
5 - Q(Ao'#(pu'ﬂ)Ao* s Ao“ﬂ'ooo )g
ax h . ‘
enz, In het bijzonder voor p = O
1 2, 1,3 1.k
] w s s .
54 m '.y' 1‘& 1& .
f(X)” (A éo‘i‘ ) Ao.-ﬂ 600 Jo

Hiérbi] zmg opgemefktg dat de formule voor f”(x ) oversen komt met de
reekaonthkkelmng ven de operator J-ln (I e A), wolke gelmak is san de
operator D blmakens de relatie I * ba B e exp (uD)o

Algeneen geldt voor de kede axgelemaes

e 4 - :
Qm“%&w%(Ag‘* ooo"’!)o
dx W :

waarbld o.o termen met hogere orde differenties voorstelleny.n
Dergelijke formules ontstaan ook, als we uitgaan ven de achterwaar%se
New%onmfnrmuleo In plaats van A's krzagen we dan D's en alle w tekena
vorden + tekens, (Ga ait na)o oo PR
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1.2, Centrale differentiatie=formules

Hier nemen we Stirling’s formule (zie p. 80) als uitgangspunt en krij-

gen (nog steeds met x = x,. + ph):

0
: 2 3 N
de(x) _ 1 2,30 =1 3. 20" =p b 5p! = 15p° + b <5
ax "' h (USO * Pﬁo & uso o§ . 60 320 v5 L ooo)
2 ; 2 3
a“flx) - 1 2 3. 6p° = 1.4 20p° - 30 5
P 22 (85 + pudy + === + =5 MG * ooo Do

En voor p = 03

1 1 3. 1
" g 2 1 b 1 .6
£ (xo? = =5 (85 =55 85+ 55 8p = ooc )e

h21

Men ken ook van Bessel”s.fofmule'uitgaana die we voor deze gelegenmheid

als volgt schrijvens

f(x) @ f‘o & pG% % 2B2 ‘3.15% o+ B3 52-}- QBu 115% * oco0 o S

Hieruit volgs

ar{x) 1 s E 6p o 6p + 1 3 4p = 6p” = Pp + 2 b

dx - :h ( %'ﬂ’ 51 10 ‘S 2]4 WS% * o000 )
a%elx) _ 1 2 12p =6 .3 €2p2 12p w2 M
uxwz?n;nﬁm (uG -ﬁ-amlwmmmms.l oo t p qu & 000 )'o

ax? 2 "3 12 2 24 2

Deze formules worden prettig voor p = %, het symmetrie=punt van Bessel's

formule:

fV(Xo"E"%h) 32""“(‘S‘i "“"TG:?'%'%‘%"G‘\ =0 ooo)

90 : i -l:a 2 : 5 h .
. I (XO "3"2 h) = h2 (116% ““‘z‘ﬂ‘ ’J‘S% + ‘ooo )o
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Voorbeéld

Nemen ve €én term ven de centrale formule voor f°(x )9 dan kr:agen we
de volgende ruwe benaderings

£(xy # B) = £(x, =k)
Tom

f“(x ) =-u6°.

We zullen met deze formule berekenen f°(x )9 waarbia f(x) = azn (x) en; ?F |
- Xy = 1, , ‘ E
Dus f“(x ) = cos (1)4@ 05h03023o _ ) .
Voor h nemen we steeds kleiner wordende waarden, tot. het resultaat aiet

meer verbeterto L L E '4;:5.‘. o
K EE R 220020 o usi6s
5 299749 = SHTOU3 o 51806

2 o LB JUR. g0

‘°89121 = 078333

et Rl e gl
;05 RS vv ' 08571@07 08"53)42 54000 o
202 - 285211 Su°8§°5° ko025
‘ 284683 - ,83603 o
01 e Aosgooo_

Er vallen 2 cijfers weg en_we krijgenidus niet meer dan 3 ciﬁfersz'
: R T
f‘“(x ) %csuo o -

Be#lumﬁo Men kan ook dlfferentzatmewformules opstellen umtgaande van
een Lagrenge-formule. Dan ontstzan formules u:.tgedrukt9 niet in. dlffe«

- renties, mear in funciie=waarden. Het: gebruzk van deze formules is nog
riskanter, omdat men dan geen ldee krlggt van de prealsmeo Vérschemaene‘
formules, zowel in Newtonn als in Lagrange»vorm staan An ﬁﬂ f51~6h°

U .

e
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2, Numerieke intepratie of guadratuur

Het numeriek berekenen van bepaalde integralen, ock wel "quadratuur”
gencemd, verloopt veel prettiger dan het &ifferentiéreno Afrondings=-
fouten worden enigszins vereffend, zodat de intergaal vask zelfs iets
nauvkeuriger is dan de precisie van de integrand, Numeriek integreren
" wordt dan ook veel gedaah en verscheidene integratie~processen zijn
beschreven in de vorm van Algol-procedures. Voor het afleiden van
integratie=formules gaan we weer uit van een inteérpolatie=formule en
krijgen een bena&erde waarde van een functiohnaal fz door deze op de
basis»functies.toe te paésen en vérvolgens de betreffende lineaire

combinatie te nemen,

2,1, Newton=Cotes formules (gzesloten type)

Deze keer gaan we uit van equidistante Lagrange=formules van de orde n

op de basispunten

% =%y +ih, is= o(1)n = 1,

In de gesloten integratie=formules zijn de uiterste basispunten tevens

de integratigwgrenzenaldus a=x.enb=x _qo Dan hebben we dus:

0 nee 1
=1 =1
(2.1.0) ,f Tl f(x) ax=nh I f(xo + ph) dp =
‘ b4 : 0
0 .
A= fnmﬂ n Yie | '
h o) f, ] "Ly (p) dp+n I{ Rn(XO‘* ph) dp =
j=o 9 dg 9 0 , o
n:‘ﬂ a
h £, NC.+hE.
=0 J

Dit iav¢e n=punts Newton=Cotes formule.

De Newton=Cotes coéfficiénten zijn

Ne={ :
n

(2:101) | NG,
d Jo
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die voor elke n eenvoudig kunnen worden berekend (zie 1lijstje hier=-
onder).

Voor » = 2 kan een formule voor de restterm, mits f™ bestaat; gemakkellak
worden verkregen door toepassen van de

Middelwaarde stelling uit de integrasl=rekening.

Als f en g continu zijn op het interval [égﬁﬁ en g wisselt aldaar niet
ven teken (dus op het hele interval geldt hetzij g(x) > O hetzij
g(x) < 0), den is er een punt £ in het interval 28, dat

/b ' b
" f(x)alx) ax = £(g) f g(x) ax.
Ja a
We hebben namelijk:
, 1 1,2
= = - ¥
h E, h IO Rn("o + ph) dp = h Io ﬁp(p 1) (ap) dpo

Omdat p(p = 1) niet van teken wisselt mogen we bovengenoemde stelllng

toepassen en krijgen dans

hE h3 f';(.e:) ? (p = 1) & a»i‘if"fa)

Voor grotere waarde ven n kunnen we de middelwaarde stelling helaas
niet meer toepassen. De formules zijn ulteraard exact voor polynomen
van de graad < nj voor oneven n echter is de formule, bij verrassing,
ook exact voor n-de graads polynomeno

- De restterm h E blijkt voor voldoende vask dlfferentleerbare f de vol=
gende vorm te hebbeno

als n even iss h E_ = ¢ n*Y (n)(E)g

als n oneven is: h E =C pit2 (n+1)(€)9

waarbij £ in het integratie~interval ligt. De crde van de nupunts Newtone

Cotes formule is per definitie de h-exponent in de foutnterm E van de

2
formule voor é% j a1 £{x) ax.
: 0
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' De n-punts Newton=Cotes formule is dus van de orde n, als n éven is

en van de orde n+i, als n oneven is. We leiden deze restterm-formules
niet af, De betreffende constanten C kunnen worden verkregea door voor
f te nemen een polynoom van de grasd n resp. ntils 8 '

Hier volgen de Newton=Cotes formules voor lage n met bijbehorende

restierms,
X _ B3
(2.1.2) j fx) ax = (f * I ) = 12 === (E) (trapezmum?regel)
Xg
*2 ' #(4)
(20103) j P(x) dx = w-(f * hf + f ) 90 (8) (formule van
' %o Simpson)
. . < :
3 _3h - (h)
(2.1.4) Ix £(x) ax = 5= (£, + 37, + 3f, + f3) 80 ()
(4]

(=8= = regel)

(25165) “ f(.) dx = ﬁ&.(?f w 32F 4+ 12F, 4 32f. + T1f,) f(s)(ﬁ)
6165 x -90 0 1 2 3 y “T °

%0

In de 9=-punts formule 2ijn scmmige co&fficilnten negatief, Hierdoor

gasn cijfers wegvallen, wat verlies aan precisie oplevert. Daarom kan

men beter een formule van bescheiden orde kiezen en deze aaneenrijgen.
Houden we hierbij het interval constant den krijgen we, voor n = 2 en 3, .
de volgende "geregen" formuless |

)

X

1 m *o 2 1
00 g o P e o]
oo ¥ bz f) - 3 £(£)

1

x
I f(x)dx-h(==f + £ 1
X

0 (trapeziumpregel),

o

+’hf3 * oo00 F hf L4 fzm) -

w

2

X
2m . B o
L{ f{x) dx = (fo + hf,g + 2f e

0

X =X
,éﬁ%ﬁﬁrgahh f(h)(g) (Simpson) .
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aven

Leidt af formules voor £'(x) en £"(x) uitgaande ven de achterwaartse
: ,

formule van Newton tot en met de V’=term.

Bereken de n=punts Newton-Cotes co&fficiénten (zie formule 2.1.1)

voor a = h:en n = 5, Bereken de restterm voor een polynoom van de

graad 4 resp, 6 en vind hieruit de constante C in de boven vermzlde
restterm=formles. '

Schrlgf een Algolnprocedure die f f(x) ax ‘berekent met Szmpson 8

'Iormulea gebrulkend 2m+1 basaspunteno Schrijf hieromheen een

programma, dat

1
L [ 1w x2 dx !
0

berekent, waarblj achtereenvolgens 3, 5, 9 en 17 basispunten gebruikt
“worden. :




104

2.2 Richardson=correctie

De gsregen formules met conmstant imterval h hebben een ermstig
nedeel, Als de functie niet overal even tam is, wordt toch overal
h zo klein gekozen, dat ook het wildste gedeelte nog nauwkeurig
genoez geintegreerd wordt. Liever willen we h zodenig variéren,
dat de fout per stapléngte overal ongeveer constent is. Dan wordt
h dus alleen klein, waar de functie wild is. Hiertoe zullen we
echter een idee van de fout moeten hebben, Meestal is de tweede
of vierde afgeleide niet zo eenvoudig te berekenen, Een idee

van de fout kan evenwel handig als volgt worden verkregen.

Correctieterm bij trapeziumregel .

We berekenen de integraal over een zeker traject 2h met de trape=-
ziumregel op 2 manieren, nl., over twee stappen h en over &én stap
2k, dus v ' '

. . h

I, =3 (fb +2f, + fz) 0

Ia=h(fo+f2) o

Dan hebben we dus voor de integraals
x .
f £(x) ax =1, +20h° = I,+ 8
x
0 ’ . w e
vaerbij € = = £"(£)/12, voor zekere £ in het interval (mits £"

continu is),

3+ o0(m”) ,

Dus I,=1I,= »6Ch3.;f,0(h5) o

Nemen we nu als correctie-terms

3 17"2 _ h 2
(2.201) RC, = 2Ch e T

e 3
dan ontsteat de L4 orde formule

]

I
kDl

o ma
(2.,2,2) I 11-e= =

+ 0{h?) = ?(f0¢hf1+f2)+0(h)o

R
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Dit is kennelijk Simpson'’s formule, mear nu met een idee van de
preciSie9 nl, de sangebrachte correctie-term. Deze correctie

heet Richardson=-correctie. Eigenlijk deed Huygems dit al in 165k

in een artikel "De circuli magnitudinis inventa", waar hij met

deze methode 9 decimalen ver 7 vindt. In zijn geval zijn I, en I

9
het oppervliek van een ingeschreven regelmatige 2n-hoek resp.

n=hoek,

2

‘Bijvoorbeeld =n = 12 (cirkel met straat 1),
Opperviak regelmatige 12=hoeks 12 s 3,
Oppervliek regelmatige 2h=hoeks Iﬂ = 3°ﬂ058°
I waIQ
3
Dus 7 = 3,1058 + 0353 = 33,1411,

Huygens' correctie = = 0353,

Correctieterm bij Simpson

Nu-gaen we op dezelfde manier Simpson’s formule beschouwen,
Zij nu '
" .
I, = §=(fo + hf1 +2f, + hf3 + fh) .

h
I, = 5 (2fo + 8f’2 % 2%) o

Dan geldt:

E 5 5 7
f f(x) dx = I, % 2Ch” = I, + 32Ch° + o(n') ,
x B

0

lwaarbij nu C = = f(h)(E)/9OO

Dus I, = I, = 300° + 0(n") ,

De Richardson=correctieterm is nu

Il
oS o3 2 n b
(20203) RC), = 2Ch Tl 671,

en we krijgen de 6% orde formule
I,=I,
] 2 "5’0(1’17) °

(2020&1;) I= :J:ﬁ + 75
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Deze Tormule is equivalent met de S-punts Newton=Cotes formule
(207305)0 Ga dit 08, '

Correctisterm bij 2n-de ords formule

Laten .T.,.E en 12 twee benaderingen van een integrasal over een zeker
traject zijn, verkregen met een formule van de orde 2n, waarbij de
afstand tussen de basispunten h is voor I% en 2h voor 120 Dan
luidt de Richardson=correctie
S A §
1 2

(2°2°S> RC D CMITTEHINRCTE 2

) ) 2n hnuj

waarmee de volgende benadering van de orde 2n+2 wordt verkregen

(2.2.6) L I= I, 0
: 1 hnﬂ .

De formule, die op deze wijze uit een Newton-Cotes formule van de
orde 2n ontstaat, is meestal niet met een Newton=Cotes formule

equivalent, Dat lukt alleen bij de trapezium-regel en bij Simpson.

2,3 Integreren met sutomatisch variérende staplengte

Nu we een schatting van de fout (nl, de Richardson=correctieterm)
hebben, kunnen we maatregelen nemen, om deze.juist beneden een van
Le vofen gestel%e limiet te houden.

Zij gevraagd f in een abgolute precisie €,

Wij kiezen Szmpeon s formule met ﬁlchardsonmcorrectle en gaan stap

voor stap integreren, Stel dat f reeds berekend is en dat we
in X, esn geschat interval h hebbeno We berekenen de correctieterm
(2.2,3),

Het bi] interval h Behorende integratie=traject heeft een lengte ULh,
Om de absolute fout < ¢ te krijgen moet voor dit traject gelden:

hhr
= Deg

o

moy| = 5 a2, s
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) |
Dus IA‘fol <

Het proc8dé van Fr8berg is nu als volgt. Als Ahfo'te groot is,

helveren we h en integreren opnieuw (vanaf xo)° Is Ahfb wel klein

genoeg dan accepteren wij de step en gean verder integreren, dus
?

vagafl x +hh totd@t het eindpunt b berelkt wordt0 We moeten evenwel

zZOrgen, dat h weer verdubbeld wordt, als lA % | a1 te klein is.
 Omdat A" van de orde hh is, moeten wij hzerbig een veillgheldsfactor
> 16 in acht nemen; 20 schijnt een goede waarde te z:ano

Dan luidt dus het criterium voor verdubbelen:

\ .
[a%g] < b, /20 .
In Algol 60 kan dit als volgt worden beschreven (zie pag. 108)s

Dz procedurs van Schénfeld en Argelo

Wannser de integrasl ingewikkeld is, moeten we zZorgen zo min
mogelijk integrand-waarden te gebruiken (dus h in elk stadium zo
groot mogelijk te houden), en ook geen enkele integrand=waarde weg

~ te gooien ( wat in de vorige pfoéedure gebeurt bij verwerping).
Dit ideasl wordt goed benaderd in het volgende stukje. Algolupoezle
(zie pag, 109) .
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comment »
INT: = integral from & to b of y dx with an absolute

tolerance eps.

The method is Simpsons rule with Richardson correction using

S e

o . Froebergs technique of halving and doubling the interval, The total

amount of Richardscn corrections is smeller than or equal to eps;

%%, resl procsdure INT(x,a,b,y,6p8)§ value a,b,epss real x,a,b,y,ep53

‘begin Booleen 1lzs integsr signh;
real bd h,H £0,£2,f4 F T.T max,ming
- TH¢ = beay gignh: = sign(H);

maxs = 180 * eps/febs(H); min: = max/20;

$ = 03 3 = a3 f03 = y3
mis bde = by Hi = b=aj lss = true;
m2; hs = H/W;g

x¢ = athy Fs = £0 + b x y;

c x+thy £23 = yg Fy = F + 2 x £23
xthy Fe = F + 4 x y3

bdy fhs = y3 F: = F + flis

Ts = 8 % £2 ¢ 2 x (£fO+fli) = Fy

if abs(T) > max thén

it B

B
B

rejects begin lss = false; H: = H/2; pd s = a +H end else
aceepts begin a3 = bd; £0s = fli; Is = (F=T/15) x h + I;
if 1s then go to m3;
Aif ebs(T) < min then Hs = 2 x Hj
bd s = bd + Hy if sign(b=bd) # sigah then go to mi
end; | ‘
g2 to m2y
m3s INTs = I/3
gnd INTg
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comment .
INTs = integral from e to b of y dx with absolute

tolerance eps, .
The method is Simpsons rule with Richerdson correction. If the -
fourth difference is too big, the total interval is split in two
equal parts and the integration process is invoked recursively.
The total amount of Richardson corrections is smaller than or
equal to eps; '

resl procedure INT(x,a,b,y.eps):

vyalus ayb,eps; real X,a;b,y,eps;
begin real fa,fm,fb,deltamax,T;
resl procedure I(x0,xk,f0,£2,f4);
 real x0,xb,50,£2,£h;
tegin real £1,£3,x2;
- x23 = (x0+x4)/23
x: = (x0+x2)/23 £13 = y3
X3 = (x2+xh)/2g: £33 = y3
Ts = 6 x £2 = 4 x(£14£3) + £0 + £l
Is = if abs(T) < deltamax then
(xbox0) x (b x(£94£3) + 2 x £2 + £0 + £h = T/15) glse
I(x0,%2,£0,£1,£2) + I(x2,xh,£2,73,14)

end I; .
deltamexs = 180 x eps/abs(b=a)s.
x¢ = a3 fas = y3 x3 = by fbs = y3
x: = (a+b)/2; fm: = y3
INT: = I{a,b,fa,fm,fb)/12
end INT;




110
Critiek

Geen ven beide procedures zijn.waterdicht;JZij"nemen als eerste -

- schatting h = (b=a)/h, Als nu de integrand pér ongeluk’in de basis=
punten nul is, Bﬁﬁt het nis. |

Bijvoorbeeld | x sinx dx = = L7, ,

Bovendien‘nemen ge procedures geen maatregelen tegen singulariteiten,
of precieser gezegd: tegen geva.lle;ns waar de vierde differentie
welgert klein genoceg te worden, De procedures komen dan nooit klaar.
Behalve met halveren (en verdubbelen) kan men de staplengte ook iets
soepeler regelen., Hierop hopen wij terug te komen bij het oplossen
ven differentiasalvergelijkingen, ‘

2,4, Romberg integratie

Uitgeande van de trepezium-regel kunnen we de Richardson-correctie

herhaald toepassen om formules van steeds hogere orde te krijgen.

Zij‘Ip a de integraal verkregen na p halveringen en q Richardson
9 .
correcties, b '
M.a.¥o Ip 0 = fh " volgens trapeziumregel 6p 2Py 1 basispunten
9
. 8 (p=091l’2gooo) $
' ;0 p=1,0 '
I . =1 ¢ RC. =1 o+
Dol PO - T2 P,0 '3 °

En algemeeh voor ¢ = 1 (1) p (vgl. formule 2,2.5)

I - I
Pog=1 _ p-1,9-1
I = T + RC = I 4 o
Pyq Pyq-1 2q Poq-1 12 .9
Voorbeald
' L ax
Nog eens w, nu als b I 5 o
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IPeO IP91 ,I
3 o

3.1 - 3,13333

3.13118 3014157 3.14212

3,13899  3.14159  3.14159  3.14158

301409k 3,14159 3014159 ¢ 3.14159  3.1L159

7= 3,14159265,.,
De Romberg-integratie is alleen aantrekkelijk als de integrand over
het hele interval vrij tam is. Anders kan men beter met een

vari&rende stapgrootte werken, Misschien kunnen de ideen van .

~ Rombergeintegratie en stap-variéring gecombineerd worden,

2,5, Steffenson formules (open type)

Ook hier gasn we uit van een equidistante n-punts Lagrange formale,

De basispunten zijn X, = Xy + ih, waarbij ditmeal i = 1(1)n, In de
open formules zijn de integratie~grenzen zelf geen basispunten, maar
juist een afstand h verwijderd van de uiterste basispunten, m.&aWo

= b =
& ,xo en X

a+1° Dan hebben we A

; : xn+1 . n+i S
(2.541) f f(x) d&x = h f £(x,+ph) dp =
, < _ B o

o (o .
. n o+l . © okt
=n ) £, .. L,(p) dp +h R_(x.+ph) dp.
=1 Y Jo Y g B0

Dit is de n-punts Steffenson formule (bok wel open Néwton—cétes
formule genoemd).

Voor enige lage waarden van n zien ze er zo uits
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*3 3

(2.5.2) er f(x) d&x = %(fﬁz) +3‘g-f"(s) o
-

(265.3) f flx) &x = fﬁ.‘. (2f £, #2f. ) + == gg n’ “‘)(E) _
%0

Dit soort open type formules worden gebruikt bij het oplossen van B

différentiaalvergelijkingeno
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Oggaven

63) &) Zij gegeven een niet-equidistante tabel van een functie f,

64)

65)

b)

a)

b)

We@oWo de argumenten %, en bijbehorende funciiewaarden fi
voor i = 0(1)N=1, v

Schrijf een programms, dat ult deze gégevens'een equidistante
tabel meakt voof argument x = a(h)b en deze tabel netjes
uittypto.

Gebruik de procedures van opg. L0 (p. 62) en de (zonder
declaeratie beschikbare) in/uitvoerprocedures read, NLCR en
print (zie cursus Dijkstra achterin).

Gebruik dit grogramma voor het vervaardigen van een tabsl
van £(x) = V% voor x = 1{h)10 waarbij h zo gekozen wordt,
dat b=punts Lagrange-interpolatie in 10 decimalen mogelijk is,

Of bedenk een andere leuke functie om dit programme te testen.

Schrijf een integratie-procedure volgens de trapeziumregel

met Richardson-correctie, hierbij de staplengte zodanig
veriérend, dat de correctie per lengte-eenheid nagenoeg
constant blijft en de totale correctie kleiner dan een gegeven
€ is. |

Schrijf een programme om deze procedure te testen, Kies hierin
een geschikte integrand em integratie-grenzen, laat ¢ vari&ren
en zorg dat bij elke berekende integraal het santal benodigde

integrandnaanfbepen\wordt geteld en getypte.

Schrijf een programms, dat een van de in sectie 2.3 vermelde
procedures test, zoals in 6Ub) sangegeven, Of schrijf een
progremma, dat enige integratie-procedures vergelijkt wat

betreft precisie en efficiency.
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3, Bepaalde en onbepaalde integratie in Newton-vorm

VYoor het verkrijgen ven integratie-formules, uwitgedrukt in differenties
gaan we uit van een equidistante Newton formule, hetzij een voor--6f
achterwvaartse, hetzij een (gesymmetriseerd) centrale, zoals Bessel., Er
bestaan verscheidene bruikbare formules van dit type, zowel voor be= ,
paalde als voor onbepasalde integraleng,Véle van deze formules staan in
Interpolation and Allied Tables [E], Po 66=T0, Ter inleiding eerst |
iets over '

3,0 Onbepaslde integralen en andere inverse operatoren

We beschouwen een continue functie £,

3.0,0 Definitie. Een.onbepaalde integraal.of stamfunctie ven een

functie f is een functie F met de eigenschap

DF = P! = T,

Onbepaalde integratie is dus de inverse 6perétie van differenti8ren

en we schrijven
F = D‘f"’(f)o

'De stemfunctie F is oﬁ een additieve constante na bepaald. Immers
als C een constante is, hebben we '

(F+C)' =F' +C' = F' = £,
want C' = 0, De constante C heet integratiemconstanteo

De relatle met bepaalde 1ntegraal bllet uit de volgende

3.0,1 Stelllngo Als F een stamfunctle is van een contlnue functie f,
geldbs b ‘ .
I £(x)ax = F(b) = F(a)e

a

Door het vormen van dit verschil rakeﬁ we de integratie-constante kwijt.

Vanwege deze stelling schrijven we ook:
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. X ' o
| p~1(£)(x) F(x) = I £(t)dt” (ofwel = J,;(x)dx)-.

en | jb f(x)ax [b £(x)dx - Ia %(x)dxo
a =

Algeméen hebben we

e tas . -1 ‘ . .
Definitie. De inverse A ~ van een operator A is een operator, die

voldoet aan de relétie

3,042 | M=,
" MoaoWo, als £ een functie iss |
3:.0.3 | AAm‘l(f) = £

. In het algemeen geldt niet Fla=1en bij gegeven f hoeft Af1{f) niet

uniek bepaald te zijn door bovengenoemde relatie, Voor'de'onbepaalde‘
integraal~operator D“"1 én de nu te behandelen inverse differentie~
operatoren geldt, dat A"1(f) slechts op een additieve constante na be-
‘paald is, ' o ‘

Beschouwen we nu de inverse voorwaartse differentie A'?lhblijkens 3,003
moet gelden : ' ’

y “1 o 2
3000k - Lo AT g =L

L ) o -;1 / R ."1 _

Hieruit volgt
-1 -1

30005 . 4 fk had A fi = fi + fi+1 + coo * fkn.!o

Vanwege deze betrekking heet A"1 ook wyoorwaartse somfunctie, Voor &én

waarde van i mag A"’ fi vrij gekozen worden, alle andere A" fk liggen
dan vast door 3.0.5. ' |
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Evenzo moet voor de inverse achterwaartse differentie V"’vgelden ,

Dus vie evilie =3¢
‘ koo K1 k
en ,
,. -1 -1 .
3067 ¢ Vi =V £y mf b+ eee + B0
De operator \7“"a heet dan ook achterwasrtse somfunctie,
Tenslotte geldt voor de inverse'centrale differentie 6“.g
: . 1 o
3,0,8 : 86T £ =L
=1 B
DU.S ook . 868 U fi’*‘% '_’-u'fi'*’%o
Oftewel (u en 5“% mogen wel verwisseld worden):
T RLEE IR wl L P S
1+ i 1tz
Sommeren we dit, dan ontstaat
3,009 w8 e e us g =k £ 4 £ b e 4L L bk = lf" £.3
k i 271 i+1 k=1~ 2 "k L. t3°s
, Xx !
Hierin herkennen we de trapezium~benadering van %= f, Hiervoor voeren

we bij deze het symbool Z" in, waarbij het dubbele % accentge betekent

. dat eerste en laatste term van de som gehalveerd z2ijn.

3.7 Voorwaartse integratiemfdrmules

Integreren~we”de voorwaarise formule van Newton, dan krijgen we

30100

]

J+1 1 N | 1 s
f’ £x)ax = f £(x, + ph)ap = § f ( 2 )ap )A°E, + E_
xj 0 J . s=0 0 J

1 12,1 3 194 ) - |
f'j + 5 Aj = =5 Aj * 5T Aj 55 A # coo (formulg van Laplace).
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Sommeren we dit, dan krijgen. we

T . '
3,101 o f(x)dx = £, + £.,, + 000 * T +-l(f mf.)-aL#(Ak-A.)'-i-o“
h % i i+l k-1 -2 'k i 12 1
< | ,
o a1 e 1 y )
=4 =0 E g (D o) m g (A - )+ eoo

Dit is dus het trapezium-stuk plus correcties uitgedruki in voorwaartse
differenties. Uit deze formule halen we €en formule voor de cnbepaalde
integraal (vgl. stelling 30001);.; C

1 1.2 .19 A3

i :
1 e ‘
a2 | flxlax = (47 4 2?1\“1?“'51‘: T A eee Mg

Willen we een formule voor de ombepaalde integraal in een nletngetabelleerd

‘argument, dan 1ntegrgren we nog even door tot xp en krijgens

30103

B

-f P fax =4 I ° ‘f(x)dx + i j(xp f(x)dx =
L ‘ h. Xo - .

(A“‘i + (P * %)I o+ ("% P 4 - "“")A + ('g' P %‘P2+%T)A2 + 'ooo)f °

3.2 Achterwaartse integratie~formules en formule van Gregory

Op precies dezelfde wijze krijgen we uit de achterwaartse Newton-formule:

X.

1 1 62 _1 3 19 b

J
1 N : .
3:2.0 ‘i”fx f(X)dx = fj L P Vj - 12 Vj "’éﬁ 'ﬂj 720 V = c00 o
J=1 '
Dus
3.2, 1 lef‘(x)dx'sV"Tf vle oL(e - l-.(v ©) 2 ven o
°°‘hx T k i 2V T THE Mg T Yy T oeee o

i




b R AN

118
En we krijgen voor de onbepaalde integreal

. S
1 syt ol g3 219 3
?;{ ,f(x‘)dx (v =2I 12V ?ﬂav T20V

3022 - - coo)fo

De formules 3.1.1 en 302;1-gebruiken (vopr de differenties) functie~
waarden, die aan 8&n kant buiten het integratie-~traject liggen. Als de
functie bulten het traject niet bestaat bf zich slecht gedrasgt is
zon formule dus niet bruikbaax, Eén'fori‘nule9 die zich: beperkt tot
functie~waarden binnen het integratigétrgject pntstaat door de

onbepaalde integralen 3.1.2 en 3,2.2 te combineren tot

*x

3203 %f fx)dx = v;’,m A,?__,-ea (g, +£,) - (v = 8, ) -
Xi :
3 3
T(V+A) 720(V"A)‘“’oooo

Dit is de formule van Gregory. Eigenlijk moeten we nog nagaan, of
V;1 en Az1 goed op elksar asnsluiten en er geen additieve constante
meer overblijft, Dit blijkt in orde te zijn en we krijgen weer het

trapezium-stuk plus differentie-correcties:

& (x) % (v, <)
fix)dx = £, 0 === (V = A.) = €0z,
}x 5=i 3 i2 'k i

B

Voor k = i+2, i+3 is deze formule Simpson respo g’m regel met differentie-
correcties (ga dit na),

303 Centrale integratie~formules

Integreren we de formule ven Bessel, dan ontstaat
. " ,
3 1| 1
30...00 ‘?5 j

- ‘3
] f(x)dx B f% 2 ES 51 720 5% ‘EEW" U Ga * 000 o

%o
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De oneven ords termen ontbreken blijkbear, Uit dese formule valigis

'331?1 flx)ax = u 61 £, o p 671 g b lu g w6 ) b
S R A D L
(u 63 u 63) “ 5o i(formule van Gauss). -
720 gl = oeee o

Het wverschil van de twee 6“1-termen-is?weer‘het trapezium=-gtuk
(vgl. formule 3.0.9). De onbepaalde-integraal luidt nu
[xk 191 5

- 1. 11 - 2ot ¥ Gk * oo o

flx)dx-=u &8 £ 75 u 6 4 oo =55 ¥ &

k°~
Volkomen - analoog kunnen-we; uitgaande van Stirling's formule, een
formule krijgen voor de bepaalde integraal van X 3 tot % 410 waaruit
- we de volgende formule halen voor onbepaalde 1ntegraal tot het -
halfweg-punt x1a

1% e A7 3, 367 .5 |
30363 i’! f(x)dx = (6‘- & “E's et ““ga 6 537?@6 67 = ooo)f%o

Integreren we nu nog even door tot xp9 ‘dan ontstaat de volgende formule
voor onbepaalde integraal in niet-getabelleerd punt:

X1' £
P 2 o b

o £x)dx = f(x)ax + f(x)dx =
) B 8

: 3

o]
S
%.

Deze formule en tabellen van de coefflclenten A zijn “te vmnden in [3]9
Po 68@690 '

p -] e a2 4 62 3 hooby
voplp =) gy + £0) + Ay 6y + A5(60 + 87) # A, 63 + A 80+ 67) + oo

. Besluit

Analoog san de formules van Gregéry en,Gauss,bestaat er”ook een formule,
die een bepaside integraal benadeit door een trapezium=-stuk plus correc=
ties ultgedrukt in de afgeleiden van de integraal in de uiteinden van het
integraciemtraject; Deze formule (EulermMaclaurin) zﬁllen we later behan=
deleno We hebben ons hier beperkt tot formules op equldlstante baszspunteno'
Later zullen we formules bespreken op nmetwequldlstante punten, waarin de
punten in zekere zin optimaal worden gekozen (Gauss quadratuur)o
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Opgaven

66a)Stel een formul§=op voor een oﬁbepaalde iﬂtegraal in xp uitgedrukt

in achterwaartse differenties met index. 0, Werk hierbij de codffi=
czenten tot en met dl% van V3 volledlg ulto Leld vervolgens hlerult

1
af een formule voor % °

blWerk de co&fficiZnten 2& van formule 3.3.4 uit voor i = 1(§)ho

67)

68)

69)

Schrijf een Algol-programms, dat van een gegeven equidistant getabel-A
leerde functie f het differentiefschéma tot en met orde &, alsmede,

de eerste en tweede somfunctie béreként en uittypto

Als functie f kiest U enige geschlkte funct:.es9 zoals J% in x, COS X,
en een passend interval. :

Of U laat het programma de functiewwéarden vﬁn een band inlezeno In

dit geval meakt U ook een paar "getallenbanden" voor ditwprogramhqﬂ_

OPo

Voor in- en uitvoer gebruikt U de prccedurese vermeld achterin de
cursus van Dlakstraov ‘

Schrijf een Algolu—programmaa dat met behulp ven de fbrmule van
Gregory berekent

+1 - ' 6
j (1=x)(1 +x)° ax
-1 L

voor a, B = .5(.5)2(1)5,

Doe de berekening voor enige geschlkte waarden van h en neem’ telkens

de differenties mee, tot ze verwaarloosbaar,worden in zeg 6 decimalen.

Schrijf een Algol~programma,-dat met ‘behulp van de formule van Gauss
(3.3.1) berekent ‘

'Y ' o R T

j (t% + 1)® at

. 0 .
N i1 3 ' '

voor m = =i, = S» B» 5 B Voor x = 0. 5)5(1)109
Doe de berekening voor enige geschlkte waarden van h en neem telkens

de differenties mee, tot ze verwaarloosbaar 21Jn in 6 deczmaleno



121

Hoofdstuk 4, Lineaire vergelijkingen, Determinanten, Matrix inversie

0. Literatuur

Behalve het op pag. 21 genoemde [E]D volgen hier nog enige boeken,
die uitvoerig de lineaire algebra en de matrix-rekening behzndelen;

22-2k behandelen theorie, de andere boeken ook numericke methoden,

3

{ Tational Physical Laboratories, Modern Computing Methods {London ?962)0
22 A.C, Aitken, Determinants and matrlceso

23 A.S, Householder, The theory of matrices in numerical analysis (1964),
o4 R, Zurmithl, Matrizen,

25 C, Lenczos, Applied Analysis (1957).

26 E, Stiefel, Einffhrung in die numerische Mathematik (1961),

27 V.N. Faddeeva, Computational methods of linear algebra (1959).

28 D.K, Faddeev & V,N, Faddeeva, Computational metﬁods of linear algebra

(1963).

1o Inleiding

Bij de interpolatie~theorie is 4l even de theorie van de linezire
vergelijkingen ter sprake gekomen, Nu gaan we numerieke oplossingsmetho=
den bespreken., Een stelsel van n lineaire vergelijkingen met n onbekenden,

die We X.; ooog X, noemen, ziet er in het algemeen zo uits

o+ L. 0% 0o ¥ =
i Bqq%y T A% 8%y = Py
I
4
1 S - S =
ij Gai¥y T Bpg¥p ¥ oeee ¥ AL X =Dy

1.0 p ,

% e R R L e -
% K. 4 p - x =D
1 Snt®r T B T oeee T oA, =

De co€fficiénten a; (19 3% 1, s0op n) vormen een matrlxg die we A

noemen ea ook wel noteren als (a,.)D

Deze matrix heet de matrix {ook wel kleine matrix) van het stelsel.

&

e e e 35

S i e i
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De rechierleden bi vormen een vector, die we b noemen, (Matrix A aan-

gevuld met vector b tot een n bij n+!1 matrix heet ook wél‘groté mabtriz,)

De onbekenden x; vormen een vector, die x heet, De vectoren b en x
wvorden opgevat (en geschreven) als kolom-vectoren, Dientengevolge kan

het stelsel (1.,0) compact worden geschrsven in de vorm

sk

io AX=b0

~Dit wil zeggen: gegeven een n bij n metrix A en een n-vector b, gevraagd
esn n-vector x z5, dat matrix A maal kolom=vector x de kolom=vector b

oplevert, Hel getal n heet de orde van het stelsel en ook de orde van

matrix Ao ,
In het eenvoudigste geval, orde n = 1, heeft het stelsel de gedsante

a,,%, =“b1° Mits 844 # 0, luidt de oplossings x, = bﬂfajﬂo

Gezlen de definitie van deling is-dit alleen maar een andere schrijfwijzes

kY

Deze notatie zullen we ook gebruiken voor een stelsel van de orde n3
1.2 | % = b/Ao

Dit wil zeggen, x is een (de?) oplossingsvector van het stelsel (1.1).
Zoals we gezien hebben, kan een lineair stelsel worden opgelost door
eliminatie, gevolgd door terug-substitutie, We gaan nu dit procédd

wat gedetailllesrder bekijken,

2, Gauss' eliminatie

2,1 Eliminatie zonder verwisselingen

De onbekenden worden in de natuurlijke volgorde ge¥€limineerd en voor het
elimiveren van %, wordt de k-de vergelijking gebruikt, De eerste eliminatie
stap werloopt dus als volgt, |

Exr wordi verondersteld, dat &L.M # 0. De onbekende x, word:t uit alle

1
tijkingen, behalve de eerste, gedlimineerd, d.W.z., men berekent voor
)

i = 2(%n de factoren mii'z - aii/a%19 vermenigvuldigt de eerste vergglije

king met m, ,yen telt dit bij de i-de vergelijking op., Voorzien we de
gewijzigde elementen van een boven-index 1 dan komt het resultaat er zo
uit te zien

I3
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819 Bip o 9 0 0 0 0 0 By b

(1) (1) (1)
0 22 6 0 0 © 0.0 o a2n b2
2.,1.0

-y R AR e EGe G G MR e - o e - - o

o L (1) (0

a .
Bpp o e e 0 00 0 By n

Algemeners in de k-de eliminatie-stap; k= 1(1)n=1, wordt kk met
behulp van de k-de vergelijking geellmlneerd ult alle volgende verge-_
lijkingen. (De in deze stap gewijzigzde elementen zullen ve aandnlden
met bovenglndex k,) Hierbij wordt verondersteld, dat (i ~1) # 0, Men
berekent, voor i = k+1(1)n, de factoren m.. = §§-1)/a§§ 1), verme=
nmgvuldlgt hiermee de k-de vergelijking en telt het resultaat bij de
i-de vergelijking op. Zo -doorgaande krlagt het stelsel tenslotte de

driehoeksvorm, die er zo uit ziet

11 312 - 313 o 06 b o o a1n b1
(. (1) (1)
0 ®22 Bp3'e e e By D
(2) ’ (2) (2)
' 2.101 0 0 83370 0 0 0 08y Dy
1 = Lo |
] 0 =~ I ]
| ~ b ~ v o
1 S e ~ 1 ‘
0 0 s ot Rlee1) lae)
. 9 [-] [] [ L] 0 9 o I3 nn n Q

Dit stelsel is mathematisch equivalent met het oorspronkelijke stelsel, -
De determinent is tijdens het elimineren niet veranderd en dus hebben we
(vgl. de definitie van detexrminant op pag. 26):

- (1), .. (d=1)
2:2.2 det(A) = a11 322 0.0 o o o ann °

" Als alle diagonaal-elementen van de driechoeksmatrix ongelijk asn 0 zijnb
is dus ook det(A) ongelijk aan 0. Het stelsel heeft dan precies &én’ ~op~

lossing, die wordt verkregen door terugsubstltuerenv
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- =)/ (2=1)
n nn

x =
n
- _ ¢ (n=2) (n=2) _ 'y, (n=2)
*p=1 T (bn-1 = an~19n xn)/ah-l,n-1
x% = (b1 a1nxn = 00000 81212)/3110

. 2,2 Som=controle

Bij het handrekenen moet elke stap gecontioleerd worden, Hiertoe wvullen

we het stelsel aan met eéen extra kolom-vector s, welks elementen zijn

Deze elementen transformeren we in elke eliminatie-stap op deselfde vijze
als dg bio Na elke stap moet de som in elke rij kloppen, natuurlijk op
afrondingsfouten na, : ,

Het resultast van de terugsubstitutie kan wordeﬁ gecontroleerd, door na
te gaan of deze het oorspronkelijke stelsel bevredigen° Men kan ook alle
oorspronkelijke vergelijkingen optellen en hierin de verkregen oplossingse
vector x invullen. Dus als |

2.3 Rij=-verwisselingen

Bij het elimineren volgens boven geschetst scheme kunnen we geluk
hebben en nooit een 0 op de hoofddiagonaal aantreffen. Zo niet,'dan~

zullen we enige vergelijkingen moeten verwisselen. Rekenen we exact

E
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en is de determinant niet .0, dan bereiken we op deze wijze de verlangde
driehoeksvorm en de gezochte oplossing. De praktijk vergt echter meestal,
bij het elimineren afrondingsfouten te maken, We moeten dan zorgen, de
. invlced van deze fouten klein te houden, Hiertoe is het nodig niet alleen
. nullen, maar ook betrekkelijk kleine elementen op de hoofddiagonaal ‘te

vermijden, Beschouwen we nu de k-de eliminatie-stap, waar dus X, ge8limie-
neerd zal worden. We kiezen nu uit de mogelijke candidaten (dus de

elementen agi'l)g i = k(1)n) een grootste in absolute wasrde, Laat

G5
en de p-de vergelijking en gaan daarna op de in (2,1) geschetste wijze

zo'n maximaal element zijn., Als p # k, verwisselen we nu de k-de

% elimineren, Het gekozen element aéi’ﬁget ook wel pivot en.het Yerwisseu
len wordt ook wel pivoten genoemd. Bij verwisseling keert de determinant
van teken om, Hebben we de driehoeksvorm verkregen met eliminatie met
verwisselingen dan geldt dus

det(A) = (~1) + aantal verwisselingen * product der pivots,
Omdat aéi"j) maximeal gekozen is, geldt voor de factoren
| Cp (k1) (k=)
lmgp | = lagy™ Vay ™ ] < 1
Deze relatie is‘prettig indién we (met de hand) met vaste komma
rekenen., Rekenen we met drijvende komma, dan helpt deze relatie ous
niet. Evenwel, ock in een drijvende komma-systeem, waar de getallen
worden voorgesteld met een vaste relatieve precisie, is het van belang
de pivots maximael te kiezen, Dit moge blijkem uit volgend voorbeeld

(uit [3] page 51).

n, ., : A ‘ b
.000003 0213472 2332147 0235262
«~T1837.3  .215512 375623 L4T76625 | 127653
«57752.3 173257 663257 625675 285321

aé;) = 85 gy, 5&2 = (375623 ~ 15335,25 4 =15334.9
(1) _ '

a23 = a23 + m21 a
(1) .

by 2

t

1

13 9}4'{6625 e 2386006 ‘% ‘“’2386001

i

e m,., b

01 Py + 127653 « 16900,6 » mééoom
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Doordat Lo maal de eerste vergelijking veel grotere co&ffici&nten '
heeft dan de tweede vergelijking, wordt deze bijns helemaal uitgeschoven,
Van de co@ffici@nten der tweede vergelijking komt maar. &én cijfer terecht

in de afgeronde resultaten, Ditzelfde gebeurt met de derde vergelijking.

De gewijzigde matrix A(1) en het gewijzigde rechterlid b(i) zien er dan
zo uits ‘ " |
N ot 1)
000003 ’ .213hT2 0332147 0235262
0 =15334,9 =23860, 1 ' =16900,5 -
0 ~12327.8  =19181.6 -13586.6

Gaan we hiermee verder, dan vinden we een. oplossing, die de tweede en

derde vergelijking van het ocorspronkelijke stelsel slechts in &&n

decimaal nauvwkeurig bevredigt. Met verwisseling (van 1e en 2e vergelijking)

krijgen we echter wel een goed resultaat.

2.4 Voorbeeld

Hier volgt een volledig voorbeeld van Gauss® eliminatie met rijverwisse-
lingen en som=-controle uit f{] pag. 6. De pivots zijn onderstreept.

De gecontroleerde getallen zijn met Y aangeduid. De berekeningen worden

gedaan in &2n decimeal extra.

m A . b . ‘ s
24096 o123, 3678 229k3 ohob3 1,599k
~05483Y .2246 .3872 4015 1129 - 1550 1,2812
-,88989 03645 »1920 »3728 -0643 4240 1.4176

&

~o 43555 o 1784 -4002 -2786 03927 =.2557 9942
~.92230 ©,31953  ,19982  -,048UB - =,06669  LhO418(9) V
. =023723 08219 0550 =, 19759 06422 '=,00568(9) V
- 34645 . 11840 226452 =, 43179 +29758 Vv
| | ,09062  =,292L5 .33155 912972 Vv
-,19212 , 01Tkt =,2603k - 16665 =,07628(7)

-,20415 . 510295 =,10120 \/'
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Terugsubstitueren Llevert:
X, Xy ) Xy | %),
«000593 - =1.55547 2,03123° =o50429

Check met de som der oorspronkelijke Vergelijkingeﬁ:
11771 %, + 141028 x,, + 1,4207 x

5+ <8642 x) = 07276 (.72761)
In 6 decimalén nauvkewrig luidt de opiossing:’ o
w, 006124 =1,555598 2,031468 =0 504263,

De prECLSIQ is dus iets lager, dan we, met onze extra aecxmaal, zouden
»verwachteno Het is dus raddzasm een of twee extra deczmalen mee te
nemen, ' : ‘ ‘
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Oggaven

70)

71)

72)

73)

Schrlgf een Algolmprogramma9 dat een tabel ulttypt (velo Barlow =}
Tables) van o, n29 n”, %/,‘ Vﬁﬁ;?a \//;; 1/n, voor

= 10(1)n0 + 50, Zorg dat om -de 5 regels een regel blank wordt
ingelast. ' ' '

Schrijf een Algol-programma, dat een tabel meekt van sin, tan,
cot, en cos met argument 6 in graden voor § = 60(1 minﬁux)eo +

30 minuten, Las om de 10 regels een regel blank in,

Schrlgf een Algol-programma, dat een tabel maakt van de (equldlstante).
Lagrange-co&fficiénten van de orde n voor 1nterpoleerfract1e

p = pO(dp)pt. Let hierbij op de afronding en zorg dat de som gelijk
aan 1 blijft. Las om de 5 regels een regel blank in.

Er is een procvedure voor het oplossen van een lineair stelsel van
de orde n, met matrix in arrax»Ati 2 n, 1 & n] en rechterlid in
arrag_b[i $ ﬁ]o De heading van de procedure is als volgt:

“real procedure DETSOL (4, b, n); value n; integer n; array A, bs"

De waarde van de functie procedure is det(4), de oblossingsvector
x ven het gtelsel "Z Ali, 3] » x[ﬁ] ‘b[i]" worden over vector b
geschreven, '
Schrijf een programma, dat DETSOL toetst voor enige matrices, door
de oplossing in het oorspronkelijke systeem in te vullen en de

afwijkingen in de rechterleden (de residuen) uit te typen.
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. 2.5 Gauss=Jordan eliminatie

Dit is een variant op het eliminatie-schema volgens Gausso‘Hierawordti
niet naar driehoeksvorm, maar naar diagonaalvorm getfansformeerdo

Msa.w. in de k-de eliminatie-stap wordt (na eventuele rlgverw1sse11ng C
els doven) % ge&limineerd uit de 1-de vergellgklngen niet alleen

voor i = k+1(1)n, maar ook voor i = 1(1)k=1. Na n stappen heeft men -

dan een equivalent stelsel

2.501 o ey p(m)
(n) '

waarbij A'T’ een diaéonaal—matrix is; De oplossing is den eenvoudig

20502 "b(n)/a(r})‘ , 1= 1(1)n.

Vergeleken met Gauss' eliminatie kan deze variant het voordeel hebben,
dat het iets compacter geprogrammeerd kan worden, Immers, in plaats
ven de terugsubstitutie hebben we hier de veel eenvoudiger formule
(2,5.2). Voor handrekenen heeft Gauss-Jordan het nadeel, dat veel meer
tussenresultaten moeten worden opgeschreven, dan bij Geuss? eliminatie,
We gaan nu een methode beschouwen, waarin juist eanzienlijk minder .

tussenresultaten moeten worden genoteerd,

3. Ontbinding in driehoeksvorm (methode van Crout)

Deze methode 18 mathematisch equivalént met Gauss' eliminatie en kan,
als het spel goed gespeeld wordt, er zelfs numerlek mee equivalent
zijn. Ter inleiding gaan we eerst Gauss° ellmlnatme nader beschouwen

en wel

3,1 Gauss® eliminatie, geschreven als matrix-vermenigvuldiging

We zien voorlopig af van de rijmverwiSSelingeno In de eerste eliminatie-
stap wordt m, . meel de eerste rij van A opgeteld bij de i=-de rij van A,
Dit kan worden geschreven als voor-vermenigvuldigen ven A met de matrix
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o oy 1
M, = m,, o 1
1 13$ ‘\\ o
| IR “;
L] 1 ~ o -
oy L S 0

Voor de nieuve matrix All) geldt dus A0 - M_A,

Evenzo kan de 2e stap worden geschreven als A22) = M A(T), waarbi]j
2 ; R

" , ’<)‘_ | \ |
0 1
. _
" N
M2= ; : - )
i : I\ 1
0 oo el ¢ . //
Al (k=1) i
gemeen, A =MA » voor k = ‘ﬂ(‘s)n,--‘da waarbij
] o
b . X
<y O:
Y = ~ Tkt 3k o °
O i o |
’ "n,k 0 i

- Na n=1 stappen ontstaat de boven-driehoeksmetrix A(n 1), die we ook

U noemen (naar "upper triangle"). Hiervoor geldt duss

_ a{n=1) _ o S
30140 Cou=aPV ey g =,

als M = Man ooo M2M10 Evenals de matrices Mk is ook matrix M een
onder-driehoek met uitsluitend enen op de hoofddiagonaal ("unit lower
triangle")., Dit volgt uit de

3.1.1 Btelling, Het product van 2 onderdriehoeksmatrices is‘weer een

onder-driehoek, Hebben beide matrices uitsluitend enen op de hoofddia=
gonazl, dan geldt dit ook voor de product-matrix.
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De stelling volgt direct uit de definitie #an matriz-vermenigvuldiging
(ga dit na). Iets dergelijks geldt natuurlijk ook voor bovendriehoeken.

We hebben dus nu de Gaussb eliminatie 2onder verwisselingen.gésghreven.

als een matrix-vermenigvuldigings: ‘

301.2 A = U,

waarbxa A de matrix van het stelsel is en M een zodanlge onaer-drlehoeki_e

met uitsluitend enen op de hoofddiegonaal, dat de productumatr;x U

een bovendriechoek is, o

Het resulterende equivalente stelsel is dus
MAx = Mb

ofwel Ux = b(n"1)

“welk stelsel wordt opgelost door terugsubstitutie,

3,2 Methode wvan Cﬁout

We vermenigvuldigen au in de bovengenoemde relatle (301 2) beide leden.

-1

met M- s de inverse van M, en krijgen dan

30200 . ) 1\& 1MA A M 1Ua

i is weer een onderdrichoek met. enen’ op de hcofddlagonaal bllgkens
de volgende

3.2,1 Btelling, De inverse ven een onder-driehoecksmetrix zonder nullen

op de hoofddisgonaal (want anders bestéat de inverée niet) is weer een

onder=drichoek. Is een matrix een onderwdrlehoek met ultsluztend enen =

op de hoofddiagonaal, dan geldt dit. ook- voor haar mverse° -

De stelling volgt gemekkelijk uit de definitie van inverse matrix
(ga dit na),

De onderdriehoek M ~1 . noemen we ook L (naar "lower trzangle") en we'
schrijven dus A = LUo
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In de methode van Crout nu wordt deze splitsing rechtstreeks berekend,

stap voor stap de definitie van matrix-vermenigvuldiging gebruikengd.

In de k-de stap, k = 1(1)n, wordt Uy g0 § > k berekend uit dearelatié

322 i T ha™y oot T ke t¥ket,d Y T

en l.k9 i > k, uit de relatie
30203 8% 1;1“1k Fooo * 1%k * Lickke
Aennemende 1. = 1 krijgen we dan, voor k = 1{1)n,

kk | f
ey = Oy = Lgp¥yy T oo T Lo peqtet,y 0 9 2 ke

lik = (a' “‘li.‘u,ﬁk bl ;°°.° "“" 1 k«-oiuk‘-'i k)/u}lk 9 l ? k

De elementen van L en U, die recnts van de gelijktekens staana 21Jn

3.2.4

al berekend. Zo krlggen we na n stappen de LU~-ontbinding van A,
Rekenend met een tafel-rekenmachine hoeven we als tussenresultaten
slechts oﬁ te schrijven de elementen van L en U (in totaal dus

12 getallen), wat aanzienlijk voordeliger is, dan bij Gauss' eliminatie,
Rekenend met een automatische rekemmachine, is Crout's methode te 

" verkiezen boven eliminatie, indien scalaire producten (in dit geval -

rijen van L met kolommen van U) worden bérekend in extra precisie.

‘Determinant. Na de ontbinding A = LU vinden we ook hier de determinant

ven A op eenvoudige wijze, dank zij de

 Product-stelling voor determinanten. Zijn P en Q twee n bij n matrices,
den geldt: ' ' '

det (PQ) = det (P) x det (Q)o
Duscin ons geval

det (A) = det (L) x det (U) det (U) 000 W

Y41 nn?

vant det (L) =
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Heen~ en terug=substitutie

Na de‘splitsing A = LU moeten we oplossen het stelsel
k LU = bo

...Dit gaat in twee etappes, nl. eerst wordt berekend y = b/L, daarna
% = y/U, De berekening van y noem ik heen~substitutie (forwerd
substitution) en de daarop volgende berekening van x is de reeds bij
Gauss' eliminatie genoemde terug-substitutie (back substitution).

3

3.3 Voorbeeld

We lossen het stelsel, gegeven in 2.4, nu op met Crout's methode -
(uit [1], pag. 12). We houden weer een som~kolom bij, die we eals L
extra rechterlid-vector mee laten doeno ‘

De LU~ontbinding van dit stelsel luidt:

;

v ' : o b/L s/L
L0960 12340  .36780 29430 | JL0k30  1,59940
1 231953 19982 w,04BLE | =,06669 o hOW18
L5u83L 1 «00590 =,18513 08137 =,10966
" .88989 25721 i 3,40003 =1.71453 1.68550
043555 1,08426 16,65290 - 1 : o

| Uit y = b/L vinden we'dan'tenslotte‘door terugsubstitutie x = y/Us

e =,00609 = w1,55560 , x, = 2,03144 . , %), = ~°sohe7o

%2 3
Berekenen we uit z = s/L op dezelfde wijze w = z/U, dan moet
(op afrondingsfouten na) gelden v =1+ %
Immers (Aw)i = Z aij(i + xi) = 2 Oy * by o= s
Jd , J
Omdat hier geen rijen zijn verwisseld, komt er een iets kleinere
pivot (nl. u33), den in het Gauss' schema van dit voorbeeld.Hier zijn

echter minder tussenresultsten afgerond, zodat toch het antwoord

nauvkeuriger is (zie pag. 127),
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' Opgaven

" Th4) Bewijs de stellingen 3.1.1 en 3.2, e ‘
Schrlgf de inverse matrix van een onderdrlehoeksmatrlx P Van de

orde 4 expliciet uit, waarbij dus

Pqy

waarbij de hoofddiagondal-elementen van P niet 0 zijn.

:7§) Bewijs, dat voor k = 1(1)n=1 geidt (zie sectie 3.1)s

R 1N :
\\1 O
ann]_'k&\
=1 _ ) kik
Mk ! . ¢
' ~
my 0 7

Bewijs bovendien (ter illustratie, hoe nauw Crout met Gauss'

eliminatie samenhangt):

76) Bewijs dat verwisseling van de p~de rij en de k-de rij van een
matrix A kan worden geschreven als voorvermenigvuldiging van A

met een permutatie-matrix P(P ), die in 4 elementen van de

(pk) plP8) _ o en p(pk) _
Pk

eenheidsmatrix verschilt, nl. P

pigk) = 1, Wat is de determlnant van P(Bg)
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3.4 Varianten van Crout

. We hebben hierboven gekozen lii = 1, omdat dit het nauwste aansluit
bij het Gauss=schema. Men kan in plaats hiervan evengoed kiezen
u;; = 1 0f een voorwaarde, die zorgt dat [1;;] en Iuiil (ongeveer)
even groot zijn. Een andere mogelijkheid is de matrix te schrijven
als LDU, waarbij D diagonaal is en lii =u. = 1o |

3.5 Crout met rij-verwisselingen

Evenals bij Gauss'eliminatie moet ook de splitsing in driehoeken
worden uitgevoerd met verwisselingen, teneinde kleine elementen .
op de hoofddiagonaal te vermijden. We moeten zodanig verwisselen,
dat in iedere kolom van L het grootste element op de hoofddiagonaal
terecht komt. Het is hierbij iets handiger de variant ull 1 te
kiezen, Uit (3.2.2) en (3.2.3) komen dan de volgende formules voor

de k-de stap, k = 1(1)ns

30501 L l; = 4. o l

ik T Bk T ik T ocee ~ g

i k—1“1;~1 ik ? 12k

Zoek hieruit het element lp1 met maximale absolute wearde en verwissel
de rijen p en ko Bereken daarna (de indices dulden op, de p031t1e na

' de verwisseling):

351U wes = lagg = Lqups = oo = Ly qwe g Ml s 37 K

Voor een beschrijving van dit proceé in Algol, zie de procedure '

DET hieronder. De bijbehorende heen~ en terug-substitutie wordt gedagn

in SOL en DETSOL combineert Beide° De procedures zijn getest en

geregeld in gebru;k in het X1-Algol systeem van het Mathematisch Centrum,
Voor de bereckening der scalaire producten werd en wordt hierbij gebruikt
een machine-code procedure INPROD, die voor enige decimalen extra
precisie zorgt.

In plaats van deze machine-code procedure zou men de volgende

declaratie kunnen gebruiken,
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comment INPROD = the sum over k from a through b of x X y,
real procedure INPROD (k, a, b, X, ¥)3

value a, b 1nteger k, a, b3 real b y,

e§1n real ry; r 3= O3

for k := a step 1 until b do r s=.x Xy +r;
INPROD = r :
end INPRODj

comment AP 204

DET z; determinant of the n~th order metrix given in array

A[1 s n, 1 ¢ élo The first index of the array elementé'is the row
index, the second one the column index. The method is trianguiar E
decompositibn acéording to Crout with row interchanges. This process
yields a lower triangle L and a unit triangle U such'that‘L xU.
equals matrix A with 1nterchanged TOWS, Together with each row
interchange the sign of the nonuplvotal row is reversed, so that
the determinant equals the product of the dlagoqal elements of L.

At each stage the pivot is chosen in a column of L such that its
modulus divided by the Eﬁclidean norm of the'corresﬁohding row of A

is meximal. The integer array p[1 : n] is an putput Vvector in which

the pivotal row indices are recorded. The elements of A are replaced
by the‘corresponding calculated elements of L'and U, So enough

information is retalned for subsequent solution of linear systems

and for matrix lnversn.ono DET uses the nonwlocal real procedure INPROD,
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real procedure DE'I‘ (4, n, p)3

. walue nj integer nj array Aj; integer array p;

begin integer i, Jj, k; real 4, r, s; array v[1 & nl;

for 1 3= 1 step 1 until n do

v[i]:= sqrt (INPROD (i, 1, m, A[i,d], A3
ds= 13 | o | |

for k:= 1 step 1 until n do

. begin ri= =13

. for is= k step 1 until n do

- begin Afi,k]s= ‘
a[i,K] - INPROD (3, 1, k -1, A[E,5], A[5.K])s
si= abs (A[LK]) / v[i]s |
if s >'5mmr:= s3 plk]s= i end

end LOWER;

vlpBle= vy

for js= 1 step 1 until n do

begin ri= All, 3]s
alkifls= if § < & then A[p[],{] else |
(A[p[k] 5] - INPROD (i, 1, k = 14 Alk,i], A[1,5]))
/Al a2 ol # k then ARETM]e=
end UPPER;- | | | :
as= Afk,k] = a
end IU;
DET:= &

end  DET;
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comment AP 205

SdL replaces the vector given_in‘gﬁgg&'b[1 : 0], by the solution
vectb: x of the linear system L x U % xi= b with interchanged

(and possibly sign-reversed) elements, HerewL is the lower triangle:
and U the unit upper trianglelwhich areigivep in1EEEEX.LUEf3 n, 13 n]ﬁ
‘'stuich that the elements with first indéx?< second iﬁdéx‘aré.elements

of U and the other elements of LU are eleﬁents of io The integef;_

| array p[1 s n] defines the in;erchangeéﬁwith sign reversions of the
élemggts of b in correspondence with,thé pivoting administration 

in DET, Hence a call DET(A, n; )y follbwed by a:cal;,SOL(A,'bg'h, P)s
has the effect that b is repléced by the solution vector x of:the

| linear system: Sigma (A[isjl X x[j:]) =b [i]0 The prdcedﬁre SOL leaves.
the elements of LU and p unaltered and uses the non—lbcal real |

procedure INPROD; -

procedure SOL (LU, b, n, P);

value nj integer nj array LU, b; integer array p;

begin integer i, k; real r;

for ke= 1 step 1 ymtil m do

begin ri= b[K]s b[K]s= _
(op[]] - meR0D (3, 1, % = 1, W]y oEIN) / 10l
if plk] # k then b[p[k]]:= ;? B e

ends

exczzcns

for ks=n step = 1 until 1 égl '

< vlk]z= b[k] « INPROD (i, k + 1, n, LU[k,i], b[i])

end  S0Ljg
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comment AP 207

ﬁETSOL:= determinant of the n~th order ma'trix"giv,er‘l‘ in array

ATY ¢ n, 1 ¢ 0]. Moreover the vector, given in _a_z;z_'gzbEl : 1],

;s replaced by the solution vector x of the linear system:

signa (A[3,5] x x[3]) = b[i]. For further deteils see DET end SOL,

which are used by DETSOL;

real procedure DETSOL (A, b, n); value n; integer n;. array Ag"b;

. begin integer array pD H h] H
DETSOLs= DET- (A, n, p); SOL (A, b, n, p)

end  DETSOL;
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L, Symmetrische matrices

4,0 Inleiding

Er zijn methodes speciaal voor symmetrische matrices, waarin gedu~
rende het proces de symmetrie (met de daaraan verbonden voordelen)”
wordt gehandhaafd. De LU~6ntbinding leent zich uitstekend voor ’
symmetrisering. Er ié daarbij echter geen plaats voor rij-verwisse=
lingen (tenzij we ook de overeenkomstige kolom~verwisselingen zouden
doén, wat niet genoeg helpt). Helaas zijn er symmetrische matrices, A

waarvoor verwisseling nodig is, boves

NN - O
w o -

N ]

o w M.

Dergelijke matrlces laten zich dus niet: op symmetrische wijze als een
LU~product schrijven. Er is echter een belangrlgke klasse van
symmetrische matrices, waarvodr het wonderwel gast, nl. de positief
definiete matrices, Daarom ter inleiding de volgende definities en
stellingen. |

Zij A een re€le symmetrische matrix van de orde n en x een willekeurige
n-vector,. die opgevat wordt als kolom-v2c£cr en Q,de n—vector,‘waarvanv

slle elementen O zijno

h0b00a Deflnltleo Matrix A heet pos1t1ef semidefiniet als voor elke %X
geldt b 4 Ax > 0, '

Yo1o1o Definitie. Matrix A heet positief definiet als voor elke
. m ’
x # 0 geldt x Ax > O

In de praktijk is het vaak lastig vast te stellen of een matrlx deze
prettige eigenschap(pen) bezit.

Een goed bruikbare voorwaarde biedt de %olgende

bolo2e Stelling. Als A geschreven kan worden als het product van'een
re€le (rechthoekige) matrix F met zijn getransponeerde, in formule:

A= FLF” dan is A positief semidefiniet, Zijn de kolommen van F lineair
onafhankelijk, dan is A zelfs positief definiet.



b
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Bewijs. Zij A = F'F, Dan x°Ax = x P Fx = (Fx)'Fx > 0, vant (Fx) Fx
is een som van guadraten, Dus A is positief semidefiniet. Laten nu
bovendien de kolommen van F lineair onafhankelijk zijn. Dan volgt uit
# 0 dat ook Fx # 0, dus (Fx)TFx > 0, mo2oWo A is dan positief

definiet.

Ock het cmgekeerde geldt, waarbij we zelfs kunnen eisen, dat F een

boven~driehoeksmatrix is:

L¢1.3, Stelling. Een positief definiete matrix A kan worden geschre-
ven als een product UTU, waarbij U een redle boven-drlehoeksmatrlx lSo

(Deze stelling bewijzen we niet,)

Lotol, Stelling. Als A positief definiet is, dan ook al zijn submatri-

ces, die ontstaan door een aantal rijen en de overeenkomstige kolommen

van A te schrappen.
Dit volgt uit de definitie (4o1.1).

ho1.5. Stelling. Als A positief definiet is, ‘dan geldt det (4) > 0.
Dit volgt uit stelling (4.1.3).

4,2, De wortel-methode (Cholesky) voor symmetrische positief-definiete

matrices

Zij A een symmetrische positief definiete matrix. We schrijven A = LU
en handhaven de symmetrie door te eisen L = UT, dﬁs A‘# UTUn Deze
ontbinding is mogelijk volgens stelling 4.1.3. Dan hebben we dus

‘voor k = 1(1)n (vgle 3.2.2 en 3.2.3): o

- - \/ _ u2 _ _ ) ]
Yk e T Mk T o000 T Yket,k
4.2.0
U T g = ey T T g e, 3 e 37 K

In elk stadium zijn de elementen van U, die rechts van het = teken
staan, reeds bekend. Omdat A positief definiet is, is het getal onder
het vortel-teken altijd (althans bij exact rekenen, zie echter onder-
staande waarschuwing) positief en U blijft dus re8el, Bovendien blijken

verwisselingen in dit geval overbodiz te zijn.

&
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Weet men niet van te voren of A positief definiet is, dan ken men dit
proces voortzetten, zdlang de worteltrekking geen argument < 0 krijgt.
Blijft het tot en met k = n goed gaan, dan is blijkbaar de UTU-ontr
binding gelukt en de matrix, volgens stelling h;102, positief definiet.,.
Ontmoeten we een argument < O voor de Wprteltrekking; dan kunnen we
meestal beter overgaan op Gauss' eliminatie of Crout met vervisse=

lingen.

Waarschuwing. Het kan heel goed voorkomen, dat een matrix positief

definiet is, maar door afrondings-~fouten toch aanleiding geeft tct‘,
een niet~positief argument voor de worteltrekking, Men moet dan wel

rekenen op precisie~verlies, zie sectie T, slechte conditie.

5. Meerdere reéhterleden

Beschouwen we nu een stelsel met een vaste matriX'Aven meerdere rech-
terleden (aantal m). De rechterleden vormen een matrix B met n rijen
en m kolommen; de oplossing is een met B gelijkvormige matrix X

Het stelsel schrijven we dan als
50001 . . AX =3B
en .de oplossing als

X = B/A.

Zowel in het Gauss® schema als in de heen-substitutie van Crout's
methode kunnen alle rechierleden tegelijk meegenomen Wordeho Als som=
kolom nemen we nu de som van alle kolommen van A en B samen, ‘

Het kan nodig zijn de rechterleden afzoﬁderlijk na elkaar te behandelen.
Dit is b.v. het geval, als het volgende rechterlid afhangt van de

vorige oplossings-vector, wat nogal eens voorkomt in een iteratie-
proces. In dat geval doet men een keer hetzi]j de Gauss' eliminatie,
daarbij ge driehoek aln=1) = U en alle factoren My bewarend, of de LU=
decompositie, hierbij L en U bewarend.

Bovendien noteert men in beide gevallen welke verwisselingen,zijn,uit—

gevoerd. Met deze gegevens kan men daarna voor elk nieuw rechterlid

-
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" met weinig moeite (d.woz. met betrekﬁelijk weinig bewerkingen, dus .

in kortere tijd) de oplossing berekenen, Na Gauss'_eliminétie van

de matrix moeten namelijk de overeenkbmstige'eliminatie-sfappen in

het rechterlid gedaan worden, gevolgd door terugsubstitutie; na LU~
ontbinding heeft hen voor elk rechterlid de heen- en'terug-Substitutie

te .doen,

6, Matrix~inversie,

Een belangrijk speciaal geval van de matrix-vergelijking 5.0.1 is
het geval B = I (eenheidsmatrix), dus .

6,001 - AX = I,

De oplossing X = I/A heet inverse van A en wordt genoteerd als A71o .
Mathematisch geldt: als AX = I, dan ook XA = I. Numeriek hoeft dit
echter niet te gelden. . o '

De matrix X wordt berekend door het stelsel (6.0.1) op te lossen met
een of andere numerieke methode, zoals Gauss' eliminatie, Crout, en.
als A positief definiet is, Cholesky.

In een machine procedure kan de zaak zo gearrangeerd worden, dat A71

.over A heen geschreven wordt, bijna zonder extra werkruimte te
gebruiken, (Naast matrix A en een n-vector voor het noteren van de
verwisselingen blijkt er nog slechts' &én-extra n-vector als werk-

ruimte nodig te zijn.)

ODmerkiﬂgo 2~ betekent iets anders dan b/A. Het eerste betekent,

1b'wordt verkregen door

dat eerst A~ wordt berekend en daarna A~
matrix meaal vector vermenigvuldiging. Het tweede betekent, dat het
stelsel Ax = b wordt opgelost, zonder A"1 te berekenen., Aangezien het
~eerste ongeveer tweemaal zoveel werk vergt en ook meestal ninder
nauvkeurig is, verdient de tweede aanpak altijd de voorkeur, tenzi]

men A”' toch ook nodig heeft.
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T. Slechte conditie

Delen door C mag niet. Aangezien delen het oplossen van een lineair
stelsel van de orde 1 is, valt te verwachﬁen'dat het oplossen van
stelsels van de orde n > 1 ook moeilijkheden kan opleveren.

We weten reeds, dat een stelsel Ax = b?geen eenduidige oplossing heeft
(maar oneindig veel of geen enkele oplossing), als det (A) = 0,

- Numerieke moeilijkheden ontstaan echter ook, als det (A) dicht bij 0
ligt, d.W.z. aanzienlijk kleiner uitvalt, dan men op grond van de

grootte der elementen van A zou verwachten, Men spreekt dan van

slechte conditie en de matrix zowel als het stelsel heten sleéht’

" geconditioneerd. Bijvoorbeeld het stelsel

1 -1 x.\ [ o,

=101 102 Jix. |- 1

(‘1’1)0
(1,101, 1,100), dan blijkt, dat de residu-
vector r = b = Ay heel kleine elementen heeft, nl, rT = (=,0014 =.001),

heeft als oplossing e

VariZren we dit tot yT

Het residu is dus een factor 100 kleiner, dan het verschil tussen y
en de exacte oplossing., Dit komt, doordat de determinant nogal klein
is (vergel;jk det (A) = 1, 8,4 Bop = 1@2)0 N
Later zullen we het begrip "slechte conditie" nauwkeuriger defini&ren
en onderzoeken. Hier vermelden we het slechts als een waarschuwing.
Een numerieke oplossing van een stelsel moet men critisch bezien,
‘Bovendien mag men niet uit het klein zijﬁ van het residu zonder meer

besluiten, dat de oplossings-~vector nauwkeurig genoeg is.
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Oggaven

T7) Bewijs stelling (4.1.4) uit de definitie (4.1.1) door geschikte

vectoren x te kiezen.

78),Bewijs dat een reéle symmetrische'matrix ven de orde 2 dan en
 slechts dan positief definiet is, als beide hoofddiagonasl=
elementen en de determinant pédsitief zijn,

79) Welke van deze matrices .zijn positief definiet, welke zijn wel
positief semidefiniet, maar niet positief'definiet?

" 80) Schrijf een Algol-procedure, die een driehoeksmatfix van de orde n
inverteert en daaromheen een programma, dat deze procedure '
gebruikt vdor het inverteren van de bovendriehoeksmatrices A en B,
gedefiniZerd docr:‘Aij = 1 voor i < J, By = J *'i'+‘13yébg<i s de



.Meestal’is X

“herhalen we het proced® met x
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8, Iteratieve heen- en terug-substitutie

Als het stelsel slecht geconditioneerd is, is het residu vaak veel
kleiner, dan het verschll tussen berekende en exacte oploss:.ng° Men
kan dan een betere benaderlng vinden als volgt.

Zij het stelsel Ax = b, Splits eerst de matrix A in driehoeken, dus
A= LU, B f

Bereken vervolgens door heen- en terug~substitutie

x(o) = b/A,

Bereken daérna (vij voorkeur in extra precisie rekenend) het residu
r(?) =D - Ax(o)o
Bereken dan door heen- en terugwsubstitﬁtie
d(i)'= r(1)/A°
Deze oplossing brgngen we als correctie aan 0p'x(é), dus
1) 2 1 (0) 4 (1))
(1)

veel beter dan x(o‘)o Als x(1) nog niet goédlgenoeg is

(1) (0)

in plaats van x' ‘', enz,

Deze iteratieve heen- en terug-substitutie is dus een toepassing van

de in sectie 5 geschetste verwerking van meerdere rechterleden, die niet

allen tegelijk bekend zijn,

9, Iteratieve oplossings-methoden

Hier zullen we een paar iteratieve methoden bespreken ter oplossing van
een stelsel Ax = b, Ze convergeren goed, als de hoofddiagonaal van A
sterk overheerst, d.W.2z. daﬁ de elementen op de hoofddiagonsal in abso-
lute waarde veel groter zijn dan alle andere elementen van‘A° Eén_vpor~
deel ven deze methoden is, dat zij profijt kunnen trekken van elementen

&

die O zijn, ook inddeén het O-patroon onregelmatig is.
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Dit voordeel wordt beduidend bij grote matrices met veel nullen erin,

die natuurlijk alleen buiten de hoofddiagonaal mogen staan,

(0)

een nieuwe benadering

De iteratie begint met een geschikte vector x als beginschatting,

(i)

In elke iteratie-stap wordt uit vector x
berekend, waarbij x(l) de i-de iterate (= iteratie-resultaat)

LLiF1)
heet, Er zijn verschillende formules voor de iteratie-stap, waarvan

we hier enige bespreken,

9,1, Jacobi iteratie

Hier luidt de iteratie-stap als volgts

. n N _
9.0 x = - ¥ oa ke kit

Msa.W. voor het berekenen van X brengen we in de k-de vergelijking
. alle termen, behalve de k-de, naar rechts en bepalen hieruilt een
nieuwve waarde voor X waarbij we voor xs (J # k) de oude waarden
gebruiken, ' v

Voorbeeld, Het stelsel

4 1 -2 ' X, 8

2 T - x2 = 17
-3 j -8 X T

heeft als oplossing X = (1, 2, =1)s

Wij schrijven nu

o]
L

(8 = .x, +2x)/

»
i

5 (17 - 2x, + .xg)/T

x, =-( T + 3%, - x2)/8o
(o)

Iteratie startend met x = 0 levert:



148

¥4

b

2.0 495 91 9975 1,0093 1.0006 9991 9999 1.0001 1,0000

T

C2,h 1,73 1,97 2.0229 200059. 1,9979 * 1,999% 2,0002 -2,0001-. 2,0000

"

X3 ""09 ”1@32 “1 002 ’09700 "09962""?00029 ""100005 “‘"09997 -'09999 ‘-100000
Schrijven we matrix A als A=L + D +—U9 waarblij D een diagonaal-matrix
is, L een onderdriehoek en U een bovendriehoek, beide met louter nullen
op de hoofddiagonaal, dan kunnen we formule (9.1.0) schrijven in de

gedaante

()

9oto = (b = (L + U)x(i))/De

waarbij / weer betekent oplossen van een lineair stelsel, ditmaal met de

diagonasl-matrix D als matrix, dus eenvoudig door-te delen door 4 =.akk°

9.2, Gauss-Seidel iteratie

Hier berekenen we in elke stap de nieuwe kawaarden ook in de volgorde
kX = 1{1)n, maar nu gebruiken we steeds de nieuwste xj~waarden voor j # Ko

M.a.w, de iteratie-stap luidt

' » k"'x - ‘ n - ‘
(i+1) N (i+1) T (1)
0200 = = b o . © . ° s k = 1 1; o
9 “x ( k jij 8 XJ j=§+1 %5 *3 )/akk° (1)n

Met de bovengenoemde schrijfwijze voor A kunnen we dit.in de volgende.

vorm schrijvens

9,251 x(i+1) = (b - Lx(i+1) - Ux(i))/bo

Omdat hier steeds de meest recente waarden gebruikt worden, zal deze

methode meestal iets sneller convergeren.

Vooz*bee:—i;io Hetzelfde stelsel als in (90‘1)s wederom startend met de

nul-vector, levert nu:

X, 2.,0000 8393 1.0320 .99%1 1,0011 999k  1,0000

2
%y =1.3929 ~o9410 =1.0121 =,9978 =1,0002 =.9998 =1,0000

b3 1,8571 309898 1.9993 2,0000 2,000 2,0002 2,0000
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9.3, Relaxatie

De beide voorgaande methoden werken de vergelijkingen af in een vaste
volgorde, Bij relaxatie pakken we de vergelijking met in absolute
vaarde grootste residu en maken dit residu O door die onbekende te
variéren, die in deze vergelijking ae_grootste co&fficiént heeft.

In formule: ' S

Bereken voor k = 1(1)n de residuen

n .
Z'- = bo "" Z 8..‘ o
1. 1 k=1 1k Xk

Bepaal i, waarvoor Iril maximaal is.
Bepaal daarna k, waarvoor ]aik] meximaal is en bereken vervolgens
voor deze k een nieuwe X, ult de i-de vergelijking, door hierin

voor de andere x'j de nieuwste waarden te substitueren:

n
x}i 8=. (bi had jz‘l aij
J#k

xj)/aik°,

Als de hoofddiagonaal overheerst, is natuurlijk altijd k = i,
In dit schema kan het voorkomen, dat sommige X, mear zelden gevariéerd

worden,

Voorbeeld, Nemen we weer het stelsel van (9.1) met de nul-start (hier is

dus steeds k = i) dan luiden de iterates en de bijbehorende residuen:

X, 0 0 1.% 1.4 1.4 ..98 .98. .980. °980;;19001"1.,0010 11,0010
0 2.4 2.4 2.4 1,87 1,87 1.99 1,990 2,007 20007',200006' 2,0006
0 0 0 =11 =1e1 =161 =11  =c99% =994 ~,99k =-.994 =1,0003

r, 8 5.6 0 2,2 =167 .01 =.11 102 ,085 o001 0074 -,0052
r, 17 02 «2.6-3,7 01 .85 .01 116 =,003 =,045 =,0002 ~-,0065
ry 7 36 8.8 0 .53 =73 =085 =-.002 =019 .0k 050k 0O
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Oggaven

81) Bepaal met de eliminatie-methode van Gauss de oplossing van het

volgende stelsel

g’ 2,8571h  h.0952k  T.5TIh3 - 10.h5238 [x, 116.90476
| 3.52941 © 9.TEUT1  3.70588  2.3529k | | x, | _ | 106.88235
t1.53846  2,36923 12.90769  5.55385 X, 107.,95385 |}
\ 88769 L.90237 2.00376  1.00000 x /

n 77.998%6

ce; 3epael met de eliminatie-methode ven Gauss-Jordan de inverse van
de matrix
| [/ 921653 058760 2383541
' ,058760 955930  ~.287656
&‘~°3835h2  .287656 877583

83) Bepaal met de methode van Crout de inverse van de matrix

8 .6 s 2
6 12 8 i
L 8 12 6
2 4 6 8

De gegeven matrix-elementen zijn exact,

84) Bepaal in 4 decimalen nauwkeurig de oplossing van het stelsel

10x ~ 3y = 24,8125
-x + by - 22 = =5,0959
- by + 8z - t = 24,5219
-2z + 9t = 9,7089

ret de iteratieve methoden van .

a) Jacobl, b) Gauss-Seidel.




Tracticum procfwerk

: : A m
1) Bereken het Rayleigh~quotiént (v'LAu)/(YTu)9 waarbi]

+2 =13,873 .4 + 6 + 8
= +6 -27.873  +18 +2l
V= % 284 = a0 20 45,873 k0
| +8 1k -8  +h2 . +ho,127)
+,1091089
q = +°3273268 .
- 545544 T
+, 7637626
2) 2ij gegeven de volgende tabel van f(x) = x3s
X £(x)
20 8000
21 ' 9261 -
22 10648
23 12167
ok 13824
25 15625
26 17576
27 19683

Bereken hieruit door inverse interpolatie een benaderde waarde .

van \5;13500 in 4 cijfers nauvwkeurig.

Aanvijzings voeg de basispunten toe in een geschikte volgorde, maak’
gedeelde differenties_(niet meer dan nodig blijkt) en gebruik Newton's

formule term voor term, totdat precisie bereikt is.

Z2:0.2.
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" 3) 233 megeven de voléende tebel van sin (wx/180) met gemodificeerde
tweede differenties, die in 5 decimalen interpoleerbaar is decmoVe

de gemodificeerde vierde orde Everett-~formule.

x | . sin (wx/180) 651
0 »00000 0
, 5 " 025882 -1786
- 30 ~ .50000 - =3k50
b5 70711 =U88O

60 86603 5976

75 096593 -6666
90 1,00000 -6899

Bereken met behulp van deze tabel y = tan (n/18), d.i. tan (10°)

en vervolgens:

4

3 + o1268089 Y o

2 =1~ 1,1499196 v + 6774323 y2 - ,2080030 y



Practicum proefwerk, groep IT

1) In C. Hastings, Approximations for digital computers staat de vol-

gende benadering voor de error-functie
X 2

ol
\r Yo

o(X) = dto

Als = = dan luidt de bénadering'
1+p : Sl v
(x) =1 - (an + a2n2 + a3n3A# ahnh'+ ?53?)¢'(X)s

waarbij p = 3275911, a, = +.02258 36846
32 = e 02521 28668
ag = +1.2596 95130
ah = "102878‘22h53
8 = + .9L06 L6070

en ¢ is de afgeleide van ¢o ‘
a) Bereken uit deze benaderlngSmformule :%?D ,.door te kijken wat er
voor X = 0 uit moet komen. ‘ .
b) Bereken ¢ (x) voor X = o1 en X = 1, als gegeven is:
exp (=:01) = .9900k 98337

exp (=1) = .36787 9ubi2,

2) Bereken uit de volgende (exacte) tabel f(160000) met Aitken's inter-' -

polatle-formuleo :

x £(x) = x +(2/3)
125000 2500
132651 2601
140608 - 2704
148877 2809
157454 ' 2916
1663175 3025
175616 " 3136
185193 3249
195112 - 336k
205379 3481
216000 3600

Vereiste relatieve precisie in.5 cijfers. S .
- . ZwOoZo

&



- 2) De volgende tabel van de Bessel-functie Ye(x) is in de tabel-pre-

cisie . interpoleerbaar met O-punts Lagrange.

X Y (x)
2
6,0 222985 790
6,1 220392 273
6.2 0 17660 555
6.3 - 14815 715
6ok 11883 613
. 6.5 .08890 666
6.6 .05863 613
6.7 +,02829 284
6.8 =,00185 639
609 ""0031574 852
7.0 =,06052 661
Bovendien zijn gegeven de volgende 6-punts Lagrange=coéfficiénten:
P L_, L, o .Lo _
032 01077 69LL6  =,09LT70 6LB32 . 78132 8L364 .68
033 .01092 66459  ~,09571 08458 oTT148 Thoko <67
03L 001106 46105 ~.09660 8912k 076150 55448 .66
035 001119 08672 =,097h0 19922 . 75138 67969 .65
L3 L2 L1 P
P L L Ly
.32 .36768 39936  -,07hh1 22368 »00932 9295 .68
e33 37998 63433  ~,07622 LB05k 00095352378 .67
o3k 239229 07352  -.07798 55076 00973 35295 .66
<35 L0OL59 28906  ~,07969 25391 +00992 39766 .65
Ly L, " Lo P

Gevraagd te berekenen Y (65)0



Cursus WoR.Ao. . Proefwerk _ 2 maart 1965

"Tde Dekker

1) Zij gegeven het volgehde Algol=programmas

"pepin comment Testprogramma voor PRODj

end"
AR

integer nj3 real result;
real procedure PROD(k, as by fk)s

value a, bj integer k, a, b3 real fkj

begin real p; p:= 13

for ks = a step 1 until b do ps = fk * p3
PROD: = p ' ‘
end PROD;
n: = 03 -
for ns ==n + 1 while result < 106 do
begin result s = PROD(i, 1, n~1, 10 =1i);
prinﬁ (result)

end

Hierin is "print (result)" een statement, die zorgt voor het uittypen

van de waarde van "result'.

a) Welke getallen typt dit programma uit?

b) Wat is de betekenis van "value a, bd"?

Waarom is het aan te bevelen, hier b in de value lijst te plaatsen?

' Waarom kunnen k en fk in dit geval niet in de value~lijst worden

opgenomen?

c) Wat is het verschil tussen specificaties en declaraties? Noem de in

dit programma voorkomende specificaties. Welke van deze mogen worden

weggelaten?
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2} In C. Hastings, Approximstions for digital computers (p. 173) staat

3)

een benadering voor de functie

'ﬂ'/2 )
E(k) = I | X/ 1 = kK° sin% do
0

geldig voor 0 £ k < 1, Alsn =1 = k2s dan luidt de benadering:

1

S 2 24
E (k) = {1+ an + an } o+ {b1n + b2n } 1n T

. 4630151 b
1077812 b

2452727
0412496 .

waarbij: ay "
% 2

a) Schrijf een procedure declaratie, waarin E%(k) wordt berekend.

b) Schrijf een blok, det deze procedure gebrulkend de waarden
3% . 78 . -
E (k) berekent vocor k = sin (»Tﬁﬁ ), waarbij 6 = 0(10)90,

Lagat de resultaten afleveren in een passend array.

Hoe luidt de formule van Lagrange van de orde 3

" a) voor het algemene geval?

L)

b) voor het geval, dat de bdsispunten equidisant zijn?

¢) Als een functie T gegeven is voor de argumenten 10,0(0,2)20,0
en f*(x) wordt gevraagd voor X = 10,54321, welke basispunten
kiest U dan voor interpolatie van de orde 3 en wat is dan de

- waarde van p?

Bereken voor het equidisente geval en voor interpoleerfractie
o) ='% de Legrange-co&fficidnten van de orde 3 en ko
Schrijf de hierbij horende "middenpunt”-formules voor .
3% 1 . ' ’
£ (xo +=é-h) uito



5) a) Hoe luidt de interpolatie-forpule van Newton van de orde n?
b) Hoe luidt de formule voor de bijbehorende restterm, uitgedrukt
in de n-de afgelelde van de functie £7?
In welk interval moet f( n) bestaan, opdat deze formule geldig _

.21j? Noem de stelling uit de analyse, die voor de afleiding
van deze formule nodig is.






Cursus Wetenschappelijk Rekenaar A

e Proefwerk Algol practicum (open boek). 15-6-'65

1. Op een in de bandlezer liggende band bevinden zich achtereenvolgens
de getallen 3, 1, 3, 4, 2, 15 5, 3, 15 2o

Wat wordt door het volgende programma geponst?

begin real procedure inprod (m,p,ap,bp);

value mj integer m, p; real ap, bp;

begin real s3 s 3= 03
for p:= 1 step 1 until m do

ss= 5 + ap ¥ bp;

end inp‘z-'o'd_.;
integerl.jh_; n:= read ’
begin .A array .A.[‘!:n,‘lt:n:[9 b[’!:n] 3 -
integer i, J,
for iz= ‘é,sAtep 1 until n do

for js= i step 1 mntil n do Ali,j] = read;

for js= 1 step 1 until n do b[jl:'—? read;
for is= 1 step 1 until n do
punch (inprod(n,j,b[j], if j < i then A[joi] else INERSID))

end

end

(Uit examen WRA, 1964).
2. Schrijf een ALGOL programma, dat van de functie
£(x) = (1+ %) V1=
een volledig differentie~schema tot en met orde k4, alsmede de eerste .
som-functie uittypt voor argument x = =1(.05)+1.
Bovendien moet het programme uit deze gegevens met béhulp van de

formule van Gregory :‘ f f berckenen en uittypen.



Proefwerk Algol practicum (vervolg)

3. Een tabel £ _, cooy fn stelt functie-waarden voor behorende bij

equidistantz abscissen Kqp coop X o

De tabel beslsat de plaatsen 1 t/m n van een array.

In détzelf&@|affay op Qe plaatsen =3, =2, =1, 0 staan achiercenvolgens

de waarden van’ns X9 X, €1 x2~x1 _

Gevraaga te" schrlgven een declarstie voor een functle--procednre9 -
"iale als actuele parameters meekrijgt een argument x, de array-ldentifier

en een label, die de plaats aangeeft waar het programme hérvat moet‘

worden als x buiten het segment Exiexﬁl ligt. De procedure-identifier -

mcet als waarde krijgen de functie~waarde, die door lineaire interpolatie’

correspondeert met Xo. ? .

Sehrijf hieromheen een programma dat een array van 1 t/m 101 vult met

de waarden exa waarbij x = 0(.02)20 en ook op de plaatsen =3 t/m 0 van

het array passende waarden invult. |

Vervolgens moet het programma de functie=-procedure aanroepen voor

x = =1(0.03)23 en voor deze waarden van x de geinterpoleerde functle-

waarden typen, of, als x bulten het interval ligt, een alarm-indicatie

(een geschikt getal of een tekst) uittypen en daarna gewoon doorgaan

" met de volgende waarde van X. -
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' Cursus Wetenschappelijk Rekensar A

Proefwerk Numerieke Analyse (gesloten boek) 15-6-'65

a) Geef een definitie van functionsal en van lineaire functionaal.

Licht de definities toe met een voorbeeldo.

b) Gegeven een operator A, hoe wordt de inverse operator Af1 gedefini- -

eerd? Wordt door deze definitie Aﬁj ondubbelzinnig vastgelegd?
Licht Uw antwoorden toe met een voorbeeld.

c) Hoe verkrijgt men formules voor numeriek dlfferentigren?
Schrijf een formule neer voor f'(x ) van de orde 4. Waarom is

numeriek differentilren niet erg aanlokkellgk’

Leidt de integratie-formule van Gregory af in de volgende etappeés
a) Vind uit de voorwaartse formule van Newton een formule voor

ofpe
f J i f. Bereken hlerblg de coefflclenten expliciet t/m Aho
J .

Leid hieruit af een formule voor jx £ en een formule voor de

onbepaalde integraal f 0

b) Schrijf de overeenk0mst1ge formule op van de onbepaalde integraal
fx |

men geen volledlge afleldlng te geveno)

£ ultgedrukt in achterwaartse dlfferentleso (Hier (in b) hoeft

¢) Leid uit de formules voor onbepaalde integraal, gevonden in a en b,
af een formule fzk f, uitgedrukt in voorwaartse differenties
0

in X, en achterwaartse differenties in Xy s zijnde de formule van

Gregory.
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Lo

56

Proefwerk Numerieke Analyse (vervolg)

Ontbind de volgende matrix in driehoeken volgens Crout met rij-verwisse=

lingen en bereken de determinant.

T0.0 214,0 =19,0 . =T.0

500,0 00,0 150,0 =50,0
“‘1200 ”85014 ““600 ""50)4
39,0 21,8 68.9 20,1

Opmerkings De matrix-elementen zijn exact. Doet men de ontbinding
met enen op de hoofddiagonaal van de boven-driehoek dan hebben alle

getallen, die men krijgt, hoogstens &&n decimaal achter de punt.

a) Geef een definitie van positief definiete symmetrische matrixs

‘b) Bewijs de stelling:

Als een matrix A van de orde n geschreven kan worden als A = FTF-9
wvaarbij F een reBle (rechthoekige) matrix van de rang n is, dan is
A positief definiet. ’
¢) Beschrijf een speciale methode voor het oplossen van een lineair
stelsel, waarvan de matrix symmetrisch positief definiet is.
Licht de methode toe aan de hand ven een matrix van de orde 3
met elementen aijd v ‘
Waarom gaat deze methode mis bij symmetrisch niet-positief-definiete

matrices?

Beschrijf de iteratieve methode van Gauss=Seidel.

Bij wat voor matrices weet men zeker, dat de methode convergeert?

Bij wat voor matrices biedt deze iteratieve methode voordelen boven

niet-iteratieve methoden?



Errata

Pag.2 regel 19: bxaxe moet zijn bxaxe

regel 21=26 (Lx): 2xa moet zijn 2xa
pag.3 regel 193 9.34x10+(~T) moet zijn 9.34x104(=T)
regel 24s X, /, + moet zijn x , / , =

regel 27 (voorlaatste): x / %+ moet zijn x / =

pag.l opgave 2, laatste regel: 2.54x104(-n) moet zijn = 2.54x104(-n) -
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Verzamelde errats van Hoofdstuk 2

Page
Pago

bago
pago

pag.
bage

bago
Page

page.

bago

bego

bago

21

58
58

"Honscholder"moet zijn "Householder"s
opgave-nummers 169'179 18 moeten zijn resp. 21, 22, 233 .
regel 5 van onder "det(M)" moet zijn "|det(M)|";

opgave 31 moet luiden: .

"Bewn.gs de formule z x5 in (x) = x, voor n > 1";
J=0 ‘ :

sectie 12 eerste formule: "£(x)" moet zijn "f:(x)";

regel 6 van onder, in de tweede determinant:

1 ’ i,
yis oc\)b.g. i+k xi o X m‘oet ZlJn y 9 ©o0o0g °+k-1 Xi "' X 9
" moet zijn "x, "°

1+k
na het voorbeeld is het sectie-nummer 13 vergeten,

1]
laatste regel X

er moet dus staans "13° Inverse interpolatie”;
formule (18.4) "(P) 85 by moet zijn "(P 2) Gh"
regel volgend op formule (19.2):

ot o “{ 1)" moet zijn nE,E_ (P + ln" 1)n

n(P

in formule (19.7) moeten worden toegevoegd:
"‘é" ? 21 1"

2
en achteraan een sluithaak; -

formule (20.1) "2B f(n)(x ) moet zijn "2B_ (p)f(n)(x ",

..

achter een factor , achter een openingshaak
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" Errata hoofdstuk 3 & L

Page

bago,

page

page

page’

9T

70k

105

121

129

135

14k

w " L
in formule voor af{x) ; 2= moet zijn §2=§=l

dx dp
in formule voor £"(x. ): " s moet zijn wl w
. 0 h ) h2

in voorlaatste regel: "D's" moet zijn "v's"

in formule (2.2,1) schrap: " = ocn3"

regel 5 "magnitudinis" moet zijn "magnitudine"

in formule (2.2.3) schraps " ? 2Ch$9

‘regel 6:moet luiden: "22 behandelt theorie, de andere boeken

- zowel theorie als numerieke methoden.”

in opschrift van sectie 33 "driehoeksvorm” moet zijn "driehoeken”

laatste regel van achter "gebruiken" toevoegen", die evenwel geen

extra precisie levert.”

regel 17 achter " r¥ = " moet staan " (-.001, +.001) ™






